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6 Homologiegruppen

Definition Fiir n > 0 bezeichne A, := konv{ag,ay,..,a,} das «Standardsimplex»,
ap := 0, a; = ¢; (i-ter Standardbasisvektor des IR"), wobei R"” ¢ R™ fiir m > n betrachtet
wird.

Sei X ein topologischer Raum. Ein singuldres n-Simplex ist eine stetige Abbildung
AA, - X

Definition Sei M eine Menge.
ZM) .= FAb(M) := {f : M - Z | f(x) = 0 fiir alle bis auf endlich viele x ¢ M}
c Abb(M,Z)
heifst freie abelsche Gruppe. Wir fassen M als Teilmenge von FAb(M) auf, indem wir

x € M mit f,: M — Z identifizieren, wobei

Definition Die n-te singuldre Kettengruppe von X ist
Sn(X) :=FAb{A: A, - X | A stetig} furn >0,
Sq(X) =0 (triviale Gruppe) fiir n < 0.
Die r-te Seitenabbildung F": A,,_1 — A, ist die simpliziale Abbildung mit
a; i<r-1
F'(a;) = .
i, 1271

F" ist ein singuldres (n - 1)-Simplex in A,,.

Bezeichnung Falls £ ein simplizialer Komplex ist, dann bezeichne (xy, ..., x,) die
eindeutig bestimmte simpliziale Abbildung ¢ : A, - K mit ¢(a;) = x;. Dann kann F”

auch als
(ag, ..., y-1,8y41, ..., 4y ) bzw. kiirzer (ay, ..., 4y, ..., ay)
geschrieben werden. Offenbar gilt fiir s <7 :
F'FS=FF~' = (ag,..., 85, ..., By, .., Ay (%)

An—l
2N
Ap— Ay
A %

An—l
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Definition Sei n > 1, X ein topologischer Raum. Dann bezeichne
9:5p(X) = Sp1(X)
den eindeutig bestimmten Gruppenhomomorphismus mit
d(A) = i(—l)r)\ oF"
tiir alle singuldren n-Simplizes, mit A : Al;1—> X. 0 heifit die Randabbildung.
Proposition 6.1 (!) Sei X ein topologischer Raum, n € Z, dann gilt:
Su(X) 2 S1(X) 5 S,2(X)

Beweis. Fiir n < 2 trivial. Fiir n > 2 reicht es die Behauptung fiir die singulédren n-

Simplizes zu zeigen. Es gilt

n n-1n
P(A) = a(z(—mp) = S S (-1 AP
r=1 s=0r=0
il Z (_1)r+s)L FsFr—l + Z (—1)”5)\ E'ES
Ogs<r<n O<r<s<n—-1

Fir 0 <i <j <n kommt der Term AFiFJ in der ersten Summe mit dem Koeffizienten
(-1)"*/*1 und in der zweiten Summe mit (-1)™*/ vor, also 92(7) = 0. ]

Definition Sei A;, i € I eine Familie von abelschen Gruppen. Dann ist die direkte

Summe @;.; A; definiert als
DA ={p:I-JAi| (i) € A furalleie ] und

iel iel

¢(i) = 0 fiir alle bis auf endlich viele i € I}

c[TA
iel

(p+9)(@) = @(i) + (i) in A;.
Definition Ein Kettenkomplex C ist eine Familie C; von abelschen Gruppen, i € Z,
zusammen mit Homomorphismen 0; : C; - C;_1 mit C; L Ciq ail> Cyu_p,0j_100; =0
tir alle i € Z.
Wir betrachten C = ®;.z C;, 9 : C -~ C Homomorphismus mit d(x;) = 9;(x;) fur x; € C;,
also do9d =0, 9(Cy) € C,_1, wobei C,, als Untergruppe von C aufgefasst wird.
Definition Sei C ein Kettenkomplex. Dann heifst

Bu(C) = 94+1(Cpa1) < Co
Gruppe der n-Rander und

Z,(C) :=kero, cC,

Gruppe der n-Zyklen. Wegen 0,,_1 09, = 0 ist B,,(C) ¢ Z,,(C).

Ha(C) = Zu(C)/ B, (C)
heifit die n-te Homologiegruppe von C.
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Festellung und Definition Sei X ein topologischer Raum. Dann ist
L2, (X) 2 5, (X)) 2R S (X)) — o 2 Sp(X) 20— 0 — .
ein Kettenkomplex S(X).
Hy(X) := Hy(S(X))
heifst die n-te Homologiegruppe von X.
By (X) = Ba(5(X))
Zn(X) = Zn(5(X))

Definition Sei (X,Y) ein Paar von topologischen Rdumen (Y ¢ X Unterraum). Dann
ist der relative singulidre Kettenkomplex S(X,Y) definiert durch

Sn(X,Y) = Sn(X)/Sn(Y)'
Sq(Y) € Sy(X) in nattirlicher Weise: Fiir jedes singuldre n-Simplex in Y als singuld-
res n-Simplex in X mit A : A, - Y wird A : A, - X zugeordnet (Komposition mit
Inklusionsabbildung Y < X).
9y : Sp(X,Y) - S,_1(X,Y) ist der durch 9, : S;,(X) - S,,_1(X) induzierte Homomor-
phismus, der wegen 9,(5,(Y)) € S,_1(Y) existiert. Es ist klar, dass 9% : S,(X,Y) —
Sn-2(X,Y) die Nullabbildung ist.

—>sn1m 2 snim snim—> S(Y)
—— 5,(X) —2=5,1(X) Sno(X) —— - S(X)
Lnat Lnat Lnat nat

——Su(X,Y) =25, 1(X,Y) —=Sua(X,Y) —= - S(X,Y)
0

Beispiel 1 Sei X # @ ein topologischer Raum mit m Wegzusammenhangskomponen-
ten. Wegen S_1(X) =0 ist
Zo(X) =ker (9: So(X) = 5-1(X)) = So(X).

Als Erzeugendensystem von Sg(X) konnen wir die Punkte X nehmen (identifiziere
A:Ap ={0} - A mit A(0)).

Fiir S1(X) sind das Erzeugendensystem die Wege A : A1 = [0,1] > X und 9(A) : Ag — X
ist

9(A)(0) = AF°(0) - AFY(0) = A(1) - A(0).
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Bo(X) =9(S51(X)) =({b-a|a,be X und es gibt einen Weg von a nach b})
Zo(X)=So(X)={f: X—>Z| f(x) =0 fur fast alle x}

Bo(X)={f:X—>Z| f(x) =0 fiir fast alle x und >  f(x) =0
xeK;

fir jede Wegzusammenhangskomponenten K; von X}
Also Ho(X) = Zo(X)/ B(X) =2 Z"™.

Beispiel 2 Sei P = {p} ein einpunktiger Raum. Dann gilt fiir n > 0: 5,(P) = Z erzeugt
die einzige Abbildung A : A, - {p}. Fur 0: S,(P) - S,,-1(P) gilt

0 n ungerade

d(Ay,) = Zn:(—l)’/\nl—“r = i(—l)rx\n_l = {
i=0 r=0 1

n gerade
3 3 3 3
Spi1 —=Sn—=Su1 51 So S
z- Y.z 4. 7z 0.7 z-Y.7 0

also fiir n > 2 gerade ist Z,(P) = 0, also H,(P) = 0. Fiir n > 1 ungerade ist B,(P) =
Zy(P)=5,(P)=2,also H,(P)=0. Fir n <0 ist Z,(X) =0, also H,(X) =0. Hy(X) 2 Z
Kklar.

Definition Seien C, D Kettenkomplexe. Eine Kettenabbildung ¢ : C — D ist ein Ho-
momorphismus ¢ : @ez ~> Bnez mit ¢(Cy) € Dy und @d = dg.
In

On41
Cn+1 - Cn Cn—l
(Pn+1t (Pnl (Pn+1l
an+1 an
o —= Dy Dy Dy

Proposition 6.2 (und Definition (!!)) Eine Kettenabbildung ¢ : C - D induziert fiir jedes
n einen Homomorphismus ¢, : H,(C) - H,(D). (id¢)« : Hy(C) - H,(C) ist die Identitit.
(Y@)« = Y@, (fiir eine Kettenabbildung ¢ : D — E).

Beweis. Wegen dg¢ = ¢d ist klar, dass

(P(Bn(C)) = q)a(cnﬂ) = a((P(Cn+1)) € d(Dys1) = Bu(D).
Firx e Z,(C) = dx =0 = @dx =0 == dpx =0 = ¢(x) € Z,(D).
Also ¢(Z,(C)) € Z,(D) und ¢ induziert einen Homomorphismus (Homomorphie-
satz)

P Zn(C)/Bn(C) - Zn(D)/Bn(D)'
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Proposition 6.3 Sei f: (X,Y) — (A, B) eine stetige Abbildung von Paaren. Dann induziert
f eine Kettenabbildung f, : S(X,Y) — S(A,B) und Homomorphismen f. : Hy(X,Y) —
H, (A, B) mit der Eigenschaft

(a) ide =id, id. = id

(b) (f8)e = foge, (f8)« = f28x

fiir g: (U, V) - (X,Y) eine stetige Abbildung von Paaren.

Beweis. f.:S(X,Y) — S(A, B) wird definiert durch
fo=fodiAy— A,
fur A : A, - X stetig. Dies definiert eine Kettenabbildung f, : S(X) - S(A) mit
fo(S(Y)) € S(B), also auch eine Kettenabbildung f.: S(X,Y) - S(A, B).
ide =id, (fg)e = fege sind Klar. id, =id, (fg)« = f.g. folgt mit Proposition 6.2. n

Definition Seien C,D Kettenkomplexe, ¢, : C - D Kettenabbildungen. Eine Ket-
tenhomotopie i zwischen ¢ und ¢ ist ein Homomorphismus h : C — D, sodass
@(c) - ¢(c) =0h(c)+hd(c) tur alle c € C und h(Cy) € Dyy41.

Die Kettenabbildung ¢ und i heiflen kettenhomotop, falls es eine Kettenhomotopie
zwischen ¢ und ¢ gibt, geschrieben ¢ =~ ¢.

0 ] 2]
= Cyp1 Cu Cu
IIJL lsv/,,t lsi/wl ¢
an+ o
> Dn+1 : Dn n-1

Proposition 6.4 Seien ¢,y : C — D Kettenabbildungen.

(a) Aus ¢ =1 folgt ¢, = ¢, : H,(C) - Hy(D).

(b) Fallsa: B - C, B: D — E Kettenabbildungen sind und h eine Kettenhomotopie zwischen
¢ und P, dann sind H ow und B o h Kettenhomotopien zwischen ¢ owa und 1 o« bzuw.

Bogund poy.

Beweis. Sei [z] € H,(C), wobei z € Z,(C) und ¢.([z]) = [¢(z)], also
#(2)— () = 3h(z) + hd(2) = Bh(2),
da d(z) =0 (wegen z € Z,(C)). Also ¢, = .. Damit ist (a) gezeigt. Zu (b):
@a(c) —u(c) = dha(c) + hou(c) = d(ha)(c) + (ha)d(c)
und ha(By) € Dy, klar. ph Kettenabbildung vollig analog. n

Lemma 6.5 Sei X topologischer Raum, iy : X - X x I, iy : X - X x I mit ip(x) = (x,0),
i1(x) = (x,1). Dann gibt es eine Kettenhomotopie h : S(X) — S(X x I) zwischen (iy)e und
(i1)e, sodass fiir alle stetigen Abbildungen f: X —Y gilt

hfu= (F xid)alt s Su(Y) = Spa (Y x 1)
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Satz 6.6 (Homotopieinvarianz (!!)) Falls f ~ g: (X,Y) - (A, B) sind, dann ist f, = g. :
H.(X,Y) » Hy(A, B).

Beweis. Die Kettenhomotopie /1 : S(X) - S(X x I) induziert (nach Lemma 6.5) eine
Kettenhomotopie 1 : S(X,Y) - S(X x I,Y xI),da h(S(Y)) c S(Y x I) (wahle in 6.5 fiir f
die Einbettung Y < X). Sei G: (X x I,Y xI) - (A, B) eine Homotopie zwischen f und
g. Es folgt, dass G.h eine Kettenhomotopie zwischen G.(ip)e = fo und Ga(i1)e = g ist,
also nach 6.4 f, = g.. n

Corollar 6.7 Wenn (X,Y) ~ (A, B) ist, dann ist H,(X,Y) 2 H,(A, B) fiir jedes n € Z.

Beweis. Wegen (X,Y) = (A,B) gibtes f: (X,Y) - (A,B), g: (A,B) - (X,Y), sodass
fog=~id, gof ~id, also nach 6.6 g.f« = (gf)« =id und f.g« = (fg)« =id. n

Definition Zwei Ketten cy, ¢ € C,, heiflen homolog, falls ¢; — ¢ € 9,,41(Cy41). Also sind
zwei Zyklen c1,c; € Z,,(C) homolog, falls [c1] = [c2] in H,(C).

Definition Eine Sequenz von abelschen Gruppen ist eine (eventuell endliche) Folge

von abelschen Gruppen mit Gruppenhomomorphismus
fus1 fu

...Cn+1 b Cn I Cn+1 — ...

Sie heifdt exakt an der Stelle C,, falls f,,1(C,;;1) = ker f,. Sie hei3it exakt, wenn sie an
jeder Stelle exakt ist.

Eine kurze exakte Sequenz ist eine der Form
0—a-LpSc
d.h. g surjektiv, f injektiv, f(A) =kerg.

Satz 6.8 (Fiinferlemma)

P1 $2 3 P4

Al Az A3 A4 AS
f l fa l f3 l fa l fs l
B, L1 B, L] B, 3 B, Py Bs

ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen. Dann gilt:

(a) Falls f; surjektiv und f;, f4 injektiv, dann ist f3 injektiv.

(b) Falls f5 injektiv und f5, f4 surjektiv sind, dann ist f3 surjektiv.

(c) Insbesondere folgt aus f1, f2, fa, f5 Isomorphismus, dass f3 ein Isomorphismus

ist.

Beweis («Diagrammjagd») (a) Zu zeigen: ker f3 = 0.

Aus f3(a3) = 0 folgt 0 = 3f3(az) = faps(az), also ¢3(as) = 0 (wegen f4 injektiv),
also a3 = ¢(ay) fiir ein a; € Ay wegen ¢2(Az) = ker ¢3 (Exaktheit bei Aj3), also
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0= f3(a3) = f3(p2(a2) = lpzfz(az), also fz((lz) = 4)1(1?1) fur ein bl € Bl wegen 4)1(31) =
ker,, also by = f1(ap) fir ein a; € Ay, da f1 surjektiv, also fo(ap) = P1f1(ay) =

fa¢1(a1), also ap = ¢1(ay) (f2 injektiv), also az = ¢2(a2) = p2¢91(a;) =0.
(b) Ahnlich.

Bemerkung und Bezeichnung Sei

A1—(P>A2

o

By —— B>
ein kommutatives Diagramm. Betrachte

ker f; M ker fa

nat nat

koker f; -----> koker fp

wobei
koker f; := Bi/ fi(A;)-
Denn:
ay eker fr = f1(a1) =0 = 0=9¢fi(a1) = fap(a1),
also ¢(aq) € ker f,, also g(ker f1) € ker f,.

Definiere ¥([b1]) = [¢(b1)] (also nat ¢y = P o nat). Fiir a; € A; gilt
natl/)fl(al) =n tfz q)(lll) =0,

a
1
=0
also

ker(nat: By - koker f1) = f1(A1) ¢ ker(natop).

Lemma 6.9 (Schlangenlemma) Sei
Ay = Ay - A
flj fzj fsj
By~ B, - By
ein kommutatives Diagramm mit exkaten Zeilen (p1(A1) = ker ¢, P1(B1) = ker ¢,). Dann
gibt es ein induziertes kommutatives Diagramm
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4 N
¢ %
ker f L er f2 —2‘> ker f3
Al ?1 Az ¢2 A3
d
f f2 f3
B, L1 B, P B,
nat nat nat

— koker f BN koker f, BN koker f3

(a) Falls ¢y injektiv ist, dann ist die erste Zeile exakt.
(b) Falls ¢y : Ay — Az surjektiv ist, dann ist die letzte Zeile exakt.
(c) Falls ¢ injektiv und ¢, surjektiv ist, dann gibt es genau einen Homomorphismus 9 :
ker f3 — koker f1, sodass fiir alle a3 € ker f3, by € By gilt:
natby = d(a3) <= 3Jap € Ap: ¢2(az) = az und fr(az) = P1(b1).
Es gilt dann ferner: Die Sequenz

; _ _
ker f; _1‘> ker f, *2, Ker f3 2, koker f; ﬂ koker f, & koker f3

ist exakt. 0 heifit der Verbindungshomomorphismus.
Beweis. Miflig lang, elementar. n

Definition Eine Folge von Kettenkomplexen und -abbildungen
Ci i) Ci+1 ﬁ Ci+2 ...
heif3t exakt, falls fiir jedes n die Folge
fi

i+1
i iv1 S A2
ci il g

exakt ist.

Satz 6.10 (und Definition (lange exakte Homologiesequenz)) Sei
0—ct L2t o

eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen und -abbildungen. Dann gibt es genau einen
Homomorphismus (fiir jedes n) 9. : H,(C3) - H,_1(C1), sodass fiir alle z; € Z;_l, z3€ 73
gilt

[21] = 9:([z3]) <= 3z € C2 mit Y(co) = z3 und 3(c2) = ¢(z1).
Es gilt dann: Die Sequenz

d 1\ P+ o\ P 3y Ox 1\ P+
+—> Hy(C") — Hu(C%) — Hu(C°) — H, 1 (C°) — -
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wird exakt.
Beweis mit Schlangenlemma. n

Satz 6.11 (und Definition, Homologiesequenz eines Raumpaares (!!)) Fiir jedes Raum-
paar (X,Y) ist die zugehorige Homologiesequenz
j* ax— .>(- j* a*
=5 Hya1(X,Y) =5 Hy(Y) = Hy(X) = Ho(X,Y) =5 Hyq (Y) — -
exakt. Dabei sind i, bzw. j, von den Inklusionsabbildungeni:Y — X bzw. j: (X, @) - (X,Y)
induziert und 9. der Randoperator 0.([z](x,yy) = [9z]y. Ferner hat man fiir eine stetige

Abbildung f : (X,Y) - (A, B) die <Homologieleiter» das folgende kommutative Diagramm
8* [ i a*
Hyq(X,Y) L Hy(Y) —2= Hy(X) —2 Hy (X, Y) 2

A

a* * *
H,1(A,B) 2 H,(B) -2~ H,(A) —~ H,(A, B)

Beweis. Nach Definition ist
0— S(Y) 2 5(X) 28 5(X,Y) — 0
eine exakte Sequenz, also nach Satz 6.10 die lange exakte Homologiesequenz. Die

Kommutativitét ist des Diagramm ist direkt zu sehen. m
Analog kann man von einem Raumtripel ausgehen Z ¢ Y ¢ X. Dann erhélt man die
kurze exakte Sequenz

0— S(Y,Z) 2 $(X,Z) 1 $(X,Y) — 0

wobei i: (Y;Z) - (X,Z2),j:(X,Z) - (X,Y). Dann erhalten wir die exakte Homolo-
giesequenz des Tripels

a* " B a*
o Hy1 (X,Y) 25 Ho (Y, Z) 25 Ho(X,2) L5 Hy(X,Y) 25
Satz (!!) Sei f: (X, A) - (Y, B) stetig. Dann gilt 0. f. = (f|A)8*, wobeif‘A :A - Bund

Ho(X, A) L~ H,(Y, B)

ol )

Hn—l(A) — n—l(B)

Ausschneidungssatz Sei X topologischer Raum, A ¢ X. Falls U eine offene Teilmenge
von X mit U ¢ A ist, dann induziert die Inklusionsabbildung (X ~ U, A U) - (X, A)
einen Isomorphismus H, (X~ U, A\ U) 5 Hu(X, A).

Beweis lang. n

Satz Sei X ein wegzusammenhdngender topologischer Raum. Dann gilt

Hi(X) 2 m(X)/K(m(X))-
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Satz Fiurn > 1:

Z m=noderm=0
H,,(58")

0 m#+nundm=+0.



