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Grundlagen der MafStheorie

1 Grundlagen der Mafstheorie

1.1 Mafse und messbare Funktionen

Sei X Menge, P(X) Potenzmenge und eine Abbildung u : P(X) — [0, o] heifst Maf§
auf X falls
(i) u(2) =0

o0

(i) j(A) < Y H(Ay) falls A U Ag M
k=0 k=0

Hinweis: heifst in der Regel dufleres Mafs.

Offenbar gilt fiir Mafd p:
u(A)<u(B) falls AcBc X (2)
Sei u Maf auf X, A c X. Dann heifit p A : P(X) - [0, 0o] mit
(L A)(B)=u(BnA) VBcP(X)
Einschrinkung von p auf A.
Offenbar ist p L A selbst ein Mafs auf X.
A c P(X) heifdt c-Algebra falls
(i) 9, XeA
(i) AcA=—= A°=X~AcA
(iii) Ay e A, ke N=— Ay e A
Man sagt, eine Eigenschaft gilt y-fast iiberall (p-f.ii.) auf X, falls A ¢ X mit u(A) =0
existiert, so dass die Eigenschaft fiir alle x € X \ A gilt.
Fiir ein Maf p auf X heifst A ¢ X y-messbar, falls
u(B)=pu(BnA)+u(BNA) VBcX 3)

—_——
u(BnAC)

Beachte: Im Allgemeinen «<».

Theorem 1.1 (messbare Mengen) Sei yu MafS auf X. Dann
(1) u(A)=0= A u-messbar
(2) A p-messbar, Bc X = A u/B-messbar

(3) Menge der u-messbaren Mengen ist eine o-Algebra (insbesondere &, X, A€, UkeN Ak, NkeN Ak

u-messbar, falls A, Ay u-messbar)
(4) A y-messbar, Bc X = u(A)+u(B) =u(AnB)+u(AuB)

(6) (Ay) u-messbar, paarweise disjunkt = ( U Ak) = > u(Ay) (c-additiv)
keN k

(6) (Ag) p-messbar, Ajc Ayc...— klim u(Ax) = p (UAk)
—00 k



4 Grundlagen der MafStheorie

(7) (Ay) p-messbar, A1 > Ay > ..., 1u(A1) < oo = 11m y(Ak (ﬂ Ak)

1
Beweis. (1) VB c X: u(B) (S) u(BnA)+u(BNA)<u(A)+u(B) = u(B)
—
=0
2) Folgt direkt aus (3)

3) (3) liefert: @, X p-messbar, A y-messbar, falls A y-messbar. Seien Ay p-messbar,
Bc X = u(B) (? u(Bn(AjuAy))+u(B~(A1UAy)) und
u(B) = pu(BnAr)+u(B~A)
=u(BnAp)+u((BNAp)nA)+u((B~Ap) N Ap)

2 H(B (A0 A) + (B~ (A0 Ar))

Induktlon

—> Aj U A p-messbar U Ay p-messbar, Komplementérbildung — ﬂ Ap

(
(

p-messbar

4 uB) Y u(BrA)+u(B~ A) und u(AuB) @ W((AUB)NA)+ u((AUB) A) =
u(A)+u(B~ A). Beides ergibt Behauptung.

(5) Sei By, == ;L Ag, dann gilt p(By,;41) © U(Bps1 N Aps1) + 1 (Bus1 N A1) = H( A1) +

#(Bm)

mduktwkzlﬂ A)- u(UAk) 2 (GAk)()iy(Ak)

Also fiir m — oo tiberall «=», Behauptung.

(6)
11m u(Ag )( ) l1m (y(Al) Zpt (AjNu(Aj- 1))
j=2
:y(A1)+§y(A NAjg) = ® (U Ak)
j=2 keIlN
)

p(A1) - im p(Ay) = limp(Ar ~ Ag) ﬂ(U A1\Ak)

(2)
(A1) -p (ﬂ Ak)

Wegen u (N Ax) < u(Ap)Vm = Behauptung.
(8) Bc X, By := Ui Ax p-messbar Ym. O.E. sei p(B) < oo

@A (1 BY(Be) + (L B)(B By)
:P‘(B”QAk)JfV(B\LkJAk)

= | J Ay p-messbar = Behauptung.
k

= u(B)
k—o0,(6),(7)
——
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Definition A c X heifst c-endlich bzgl. Maf3 y, falls A = Uy B, wobei By p-messbar
und u(By) < oo Vk.
Menge B = B" c mP(IR") der Borelmengen des IR" ist die kleinste o-Algebra in P(IR"),
die alle offenen Mengen enthélt. (Beachte: Abgescholossen statt offen dquivalent, so-
mit alle offenen und abgeschlossenen Mengen in B)
Maf3 u auf X heifst reguldr, falls VA c X3B p-messbar: A c B und u(A) = u(B).
Maf p auf R" heifst

(i) Borelmas, falls alle Borelmengen p-messbar sind.

(ii) Borel-regulir, falls  Borelmafi und VA c X3Be B: Ac Bund u(A) = u(B).
(iii) Radonma#, falls y Borel-reguldr und u(K) < oo, wo K c R kompakt.

Theorem 1.2 Sei y ein requlires Maf$ auf X und Ay c Ay c ... Dann ist

tim u(40) (U 4]
e keIN
Beachte: Ay miissen nicht messbar sein!

Beweis. p reguldr = 3C; messbar: Ay c Gy und p(Ag) = u(Cy) Vk. Sei By == Nj; C; =
Ay c By c Cg, By messbar mit By c B, c ..., Also = j(By) = pt(Ay) Damit

) ) A]'CUk Ay )
Lim p(Ay) = lim p(By) = V(U Bk) > V(LkJAk) > lim p(4)
— 00 500 X —00
= Behauptung. u

Theorem 1.3 Sei y Borelmaf auf R", A c R" u-messbar, u(A) < oo = p L A Radonmag.

Beweis. Offenbar ist (L A)(K) < oo fiir K kompakt. L A Borelmaf3, da y-messbare

Mengen auch (L A)-messbar. Zu Zeigen: u L A Borel-reguldir = vgl. Literatur. m

Theorem 1.4 (Approximation durch offene und kompakte Mengen) Sei u Radonmafs
auf R". Dann

(i) AcR" = u(A) =inf{u(U) | A c U offen}.

(i) A c R" p-messbar = u(A) = sup{u(K) | K c A, K kompakt}.

Lemma 1.5 Sei u Borelmaf$ auf R", B c R" Borelmenge. Dann
(i) u(B) < oo == Ve >03C c B abgeschlossen: u(B~ C) < oo.
(i) p Radonmaf$ == Ve > 03U > B offen: u(U~ B) <e.

Beweis. vgl. Literatur. n

Theorem 1.6 (Catatheodory-Kritierium) Sei y Maf$ auf R". Dann:

#(AUB) = pu(A)+u(B),
fiir alle A, B c R" mit dist (A, B) >0 = u Borelmafs.
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Beweis. vgl. Literatur. n

Definition Sei # Maf} auf einer Menge X und sei Y ein topologischer Raum (z.B.
metrischer Raum). Die Funktion f : X — Y heiflt y-messbar, falls f~1(U) u-messbar
fur alle U c Y offen.

Hinweis: M = {A c Y| f~1(A)  — messbar} ist eine o-Algebra, d.h. M enthilt Borel-
mengen, falls f y-messbar und Y = R". Die Funktion f : X - [-o00, 00| heifst o-endlich
bzgl u, falls f y-messbar und {x | f(x) # 0} c-endlich bzgl. p.

Theorem 1.7 (messbare Funktionen) Sei i ein Maf$ auf X. Dann
(i) f,§: X - R p-messbar = f +g, fg, |f|, min(f,g), max(f,g) p-messbar und Jé
p-messbar, falls g + 0 auf X.
(i1) fr: X — [~o00,00] p-messbar Yk € N = infie fi, SUpyp frr iminfeon fi,
lim sup; p fx p-messbar.
(iii) f:X — [—o00,00] p-messbar < f~1[-o0,a) u-messbar Va € R
< f1[~o00,a] p-messbar Va ¢ R

Beweis. vgl. Literatur. n
Theorem 1.8 Sei f: X — [0, co] p-messbar. Dann

JAi ¢ X p-messbar mit f(x) =" %ﬂAk(x) VxeX
k=1

Beweis. Sei A;:={xeX|f(x)>1} und

1 1
Ap = {xeX f(x)2%+j<%1—,llAj(x)} Vk>2, 4)
offenbar Ay p-messbar.
k
= f(x)> Z;IIA (x)Vxe X < f(x Z ]lAk(x)VxeX 5)
j=1

Also
f(x) = 0o = x € AyVk = Behauptung
f(x) =0= x ¢ AxVk = Behauptung

0< f(x) < oo = x ¢ Ay fiir oo viele k (sonst f(x) > co nach (5)

1 L
= f(x) < et ]; 7]1Aj(x) fiir diese k

k
Dasj:=> %ﬂA](X) wachsend folgt mit (5), Behauptung (Beachte: 0 < f(x) -s; < 1 ) n

Hinweis: f = YN %]l A, mit A gemaf (4) gilt fiir beliebige Funktion f ist im Allge-

meinen Ay eventuell nicht y-messbar.
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1.2 Sidtze von Lusin und Egarov
Theorem 1.9 (Fortsetzung stetiger Funktionen) Sei K c R"” kompakt, f : K — IR™ stetig
= es existiert eine stetiger Fortsetzung f : R" - R™ von f (d.h. f = f auf K).

Lemma 1.10 (Weierstraischer M-Test) Seien gx : M — X Funktionen auf einer Menge
M, X ein Banachraum, |gx(x)| < cxVx € M, k € N, YN cx konvergent = YN Sk (X)
konvergiert gleichmiifSig auf M.

Beweis. Ubungsaufgabe. n
Beweisskizze zu Theorem 1.9. Sei {y; € K|k ¢ N} dicht in K. Definiere
dist (x,K)’

Offenbar sind alle uy(x) € [0,1], ug(-) stetig, da |x —yy| < dist (x, K) und uy(x) = 0 falls
|x — yi| > 2dist (x, K). Setze

u(x) := max {2 _ eyl 0} Vx e K, keIN.

1 .
o(x) = kz]I:\I ?uk(x) Vi e Ko et gleichméfiige Konvergenz = o-stetig,
€
Vx e K3k :up(x) >0 = o(x) €[0,1].

Setze weiter

Uy = —T/lk(x)
£ 2ko(x)’
offenbar alle vy stetig und YN vk(x) = 1Vx, und
7 f(x) xeK
fx) = ,
YkeN Ok(%) f(yx) xeK€

Lemma 1.0 —

Da [f(yx)| < c Yk, U(l—c) <C¢auf B,(x) cK¢ "= " f stetig auf B,(x) = f steitg auf K*.

Noch zu zeigen:
lim f(x)=f(xg) VxpeKk,
0

Kfx—x,

vgl. Literatur. m

Theorem 1.11 (Lusin: Messbare Funktionen sind «fast» stetig) Sei y ein Borel-requlires
Maf auf R", f:R" - R™ p-messbar, A c R" u-messbar mit u(A) < oo. Dann
Ve > 03K c A kompakt mit p(A~K) < e und f|, stetig.

Beweis. Fixiere ¢ > 0, definiere
Vi e N seien (Bjj)jen c B™ (paarweise) disjunkt mit | J B;j = R™, diam B;; < i (6)
jeN

vgl. Hinweis

Sei Ajj:= f1(Bj)nA 7~ = Aj;; u-messbar, (A;j); disjunkt. Sei A =U;Ajj,v:=pL A
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ist Radonmafs Dann

— HKZ] C Al] kompakt V(A1] N\ Kl]) <55 21+]

= (A N UKij) =V (A N UKij) =V (L]_JAZ']' \ L]JKij) < V(L]J(Aij N Kz’j)
N-oo

wegen (A \ U] 1 Kl]) — U (A N ,])
. N e
VIHNZ' eIN: 2 A\HKZ] < E,
Offenbar K; := Ujcn Kjj kompakt. Vi, j wihle b;; € B;; und setze
gi Ki — R™ mit
g,-(x) = b,] fiir x € KZ] (] < Nz)
Offenbar Ky, ..., Ky, disjunkt == haben positiven Abstand = g¢; stetig auf K; Vi:
. 6) 1
|f(X) - gi(x)| <diam B;; < H Vx e Kj;

— g; > f gleichmoflig auf K := ﬂ K; = f stetig auf K, woK kompakt.
Offenbar y (ANK) < YjenH (ANK)) < Zzil;\lé =€ n
Folgerung 1.12 Sei u, f, A wie in Theorem 1.11. Dann gilt

Ve>03f : R" - R™ stetig mit p{x e A| f(x) # f(x)} <e

Beweis. Setze f |  aus Theorem 1.11 mittels Theorem 1.9 auf R" fort. |

Theorem 1.13 (Egorov: punktweise Konvergenz ist «fast» gleichmiflige Konvergenz)
Seien y Maf$ auf R", fi : R" - R™ p-messbar (k € N), A ¢ R" y-messbar, mit u(A) <0
und fi — g u-f.ii. auf A (u-messbar nach Theorem 7)

== Ve > 03B c Ap-messbar : u(A~ B) < eA fy - g gleichmofSig auf B.

Beweis. Definiere
Cy= {xe AlIF(0) - g < 55k > ]}

p-messbar Vi, j. Offenbar ist C;; ¢ C; j;1 und Ujen Cij = A~ N, wo N eine u-Nullmenge.

Th 1.1 p(A)<oo €
= hmy(Cl]) u(ANN) = u(A) == ViiN: HANCN) < 5

Setze B:=N;Cin, = |f(x) - g(x)| <1/2! Vx € B, k> N;, Vie N = f; - g glm. auf B
und

u(ANB) = (A\mci,Ni) = V(UA \ Ci,Ni) < H(ANCiN,) < oo

1.3 Integral und Grenzwertsitze

Sei y MaB auf X, f*:=max{+f,0}, f=f*-f".
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Konstruktion des Integrals
(i) g: X — [-o0, 0] heiit Treppenfunktion, falls die Menge ¢(X) abzdhlbar. (Oft
wird g mit g(X) endlich als Treppenfunktion bezeichnet)
(ii) Setze fiir y-messbare Treppenfunktionen g >0
/gdu = 3 yu(g' () ([0,00], wo 0-00=0).
OSySoo
(iii) p-messbare Treppenfunktion ¢ heifit y-integrierbar, falls entweder [ ¢*du < oo
oder [¢g~dp < oo.
Setze

und folglich

/gdﬂ = > yu(g'W)

|y|<oo

fiir y-integrierbare Truppenfunktionen g.
(iv) Setze nun fiir beliebige Funktionen f : X - [-o0, 00| das obere Integral (Oberte-
gral)
/ fdu =inf { / gdu ’ g p-integrierbare Treppenfunktion mit g > f ;t-f.ii.}
und das untere Integral (Unterintegral)
/ fdpu=sup { / gdu ‘ g p-integrierbare Treppenfunktion mit g < f y-f.ﬁ.}
Dann heifst f p-integrierbar, falls

[fdw/*fdu:/fdu-

Schreiben auch [y fdu, [y fdu, um die Integralbereiche zu betonen. Zudem

setzen wir

/fd],t :z/llAfd;u wo A c X.
A X
g-14| Satz 1.14 Sei f: X - [-o0, 00| p-messbar = f u-integrierbar.
Beweis. Ubung. |

(i) f:X — [-o0, 00] y-messbar heiflt -summierbar, falls f p-integrierbar und [ |f| dp.
(i) f:R" - [-o0,00] p-messbarheifit lokal p-summierbar, falls f |1< p-summierbar
VK c R" kompakt.
(iii) L'(X, ) - Menge aller y-summierbaren Funktionen auf X.

(iv) L}, (R",u) - Menge aller y-summierbaren Funktionen auf R”

Theorem 1.15 (Fatous Lemma) Seien fi : X — [0, co] p-messbar Vk € N. Dann
/lilrcninffkd]/t < lilgninf/fkdy.
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Theorem 1.16 (monotone Konvergenz; Beppo Levi) Seien fi : X — [0, co] u-messbar Vk €

g-18

N, f1 < fa <... y-messbar . Dann
/klim frdu :klirn /fkdy.

Theorem 1.17 (majorisierte Konvergenz; Lebesgue) Seien f, f; u-messbarVk € N, g
p-messbar, fi - f u-f.ii. und entweder
@) fe(x)| < g(x) pofil. VK

() |fi(x)| < gk(x) pAf.ii. Vk und p-summierbare g mit [ gedp - [ gdu.
Dann

Jim | fldp =0 *)
Aufledem: (*) = [ limy fydpy = limy [ frdpu.

Theorem 1.18 Seien f, fy u-summierbar Vk € N und [ |fi - f|du — 0. Dann existiert eine
Teilfolge fi, mit fi, — f p-f.il.

Sei p ein Radonmafl auf R”, f : R" - [-o0, 00| lokal y-summierbar. Dann heif3t die
Abbildung v signiertes Maf3, falls
v(K) = /fdy VK c R" kompakt.
k
Schreibe: v = uL f. Beachte: yL A = puL14.

1.4 Produktmafie und Satz von Fubini

Sei y ein Maf$ auf der Menge X, v auf Y. Dann heifit y xv : P(X xY) - [0, 00] Pro-
duktmaf} von y und v, falls VC e X x Y-

(nxv)(C) := inf{ > u(Aj)up(B;),C =|JA;xBj, Aj c X y-messbar, B; Ymu-messbar}
ieN i

Theorem 1.19 (Satz von Fubini) Sei y MafS auf X, v auf Y. Dann
(1) pxv ist requlires Mafs auf X xY
(2) A c X y-messbar, B c Y py-messbar = A x B (y x v)-messbar und (uxv)(AxB) =

u(A)v(B)
(3) Falls C c X xY c-endlich bzgl. u x v gilt:

Cy:={xeX|(x,y) € C} ist y-messbar fiir v-f.a. y €Y
Cx:={yeY|(x,y) e C} ist v-messbar fiir y-f.a. x € X

Dann ist die Funktion x - v(Cx) p-integrierbar, y — v(Cy) v-integrierbar, und

(1 xv)(C) = /X V(Cx)(dx) = /Y 1(Cy)v(dy).
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(4) Sei f: XxY — [-o0,00] ( xv)-integrierbar und c-endlich bzgl. (u x v), dann
X~ / f(x,y)v(dy) ist u-integrierbar
Y

Y- / f(x,y)u(dy) ist v-integrierbar
X
und gilt:

/Xxyfd(yxv)=/X(/Yf(xrl/)‘/(d]/))ﬂ(dx)=/y(/Xf(x,y)y(dx))v(dy)

Auch wenn p, v nicht requlir!

L1:P(RY) - [0, 0] heifdit (1-dimensionales) Lebesgue-Maf auf R!, falls
El(A) = il’lf{ZdiamCi‘ACUC,‘, CiC]R} VAC]R,
i i

dann ist £! ein Maf auf R
Definiere nun induktiv das (n-dimensionale) Lebesgue-Maf§ auf IR” durch

M= L0 s fl = £k LR (vk=1,.,n-1) = L1 x .. x L1
—_———
n-mal

Notation: dx statt d£" und kurz: L1 (R") statt L1(IR", £").

1.5 Uberdeckungssitze

Theorem 1.20 (Vitalis Uberdeckungssatz) Sei F eine Menge nichtentarteter (d.h. diam >
0) abgeschlossener Kugeln in IR mit

d:=sup{diamB | B € F} < .
Dann existiert eine abzihlbare Menge G c F disjunkter Kugeln mit

UBCUB,

BeF BeG
wobei B die konzentrierte Kugell zu B mit 5-fachem Radius.

Hinweis: Theorem 1.20 ist fiir Untersuchungen von £" wichtig, wahrend Theorem

1.22 (siehe unten) fiir allgemeinere Radonmafie verwendet wird.

Beweis. Sei
Fj= {Be]—"%<diamB<2]%} jeIN

und definiere induktiv g]- c f]

(i) Gi c Fy irgendeine maximale Teilmenge disjunkter Kugeln

(ii) Gk c Fy irgendeine maximale Teilmenge disjunkter Kugeln mit BnB’' = & VB € G,

B" e Ujk-19j

= G :=Nj»1G; c F ist abzdhlbare Menge disjunkter Kugeln
Zeige: VBe FIB'€G: BnB' =g und B c B (%)
Fixiere dazu Be F = 3Jj: Be F;
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Da G; maximal = 3B’ € Uy¢; Gy mit Bn B" # @. Offenbar ist diam B’ > % und diam B <
2]?L_l:>diarnB<2diamB’:>Bc:B\’:>(y«) |
Corollar 1.21 (offene Mengen konnen mit disjunkten Kugel «ausgefiillt» werden) Sei
U c R" offen, 6 > 0. Dann existiert abzithlbare Menge G disjunkter abgeschlossener Kugeln in

U mit diam B <J VB e G und L" (U \Upeg B) = 0.

Theorem 1.22 (Uberdeckungssatz von Besicovitch) VN3N, ¢ IN mit folgender Eigen-
schaft: Sei F Menge nicht-entarteter abgeschlossener Kugeln in R" mit

sup {diam B |B e F} < 00
und sei A Menge der Mittelpunkte der Kugeln in F, dann existieren abzihlbare Mengen
disjunkter Kugeln Gy, ...,Gn, ¢ F mit

n

Ny
AclJ U B

j=1BeG;

Corollar 1.23 Sei p Borelmaf$ auf R", F Menge nicht-entarteter abgeschlossener Kugeln. A
Menge der Mittelpunkte der Kugeln in F mit u(A) < oo und

inf{r | By(a) ef} =0 VaeA.
Dann folgt: YU c R"3 abzihlbare Menge G c F disjunkter Kugeln mit Upg ¢ U und
n((AnU)-UgegB) =0.

1.6 Differentiation von Radon-Mafsen

Seien u, v Radon-Mafle auf dem IR". Setze fiir einen fixierten Punkt x ¢ R"
v(Br(x))

_ limsup ———=- falls y(B,(x))>0Vr>0
Dyv(x)=1 r-0 u(By(x)) ( )
+00 sonst
und
liming YB3 g u(B(x))>0vr>0
Duv(x)i=1 0 (B, (x)) .
+00 sonst

Definition (i) v heifit differenzierbar bzgl. 1 in x, falls Du(x) = Dy (x).
(i) Dy(x):= Dy(x) = D, (x) heifit dann Ableitung (Dichte) von v bzgl. u.

Lemma 1.24 Fiir 0 < a < oo gilt:
a) Ac{xeR"| Dy(v(v)) > oo} = v(A) > au(A)
b) Ac {x eR" | Dy(v(v)) < oo} == v(A) <apu(A)
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Beweis. Zu b). Sei oBdA v(A) < oo, betrachte sonst v(A nK) fiir K c R” kompakt und
«grof». Wahle e > 0, U > A offen und setze

F = {B =B,(x)|aeA, BcU,v(B)< (zx+e)y(B)}.
Nach Definition von A:
inf{r

Br(a)e]-"}zO Vae A

<12 3G ¢ F abzahlbar disjunkt mit v ( U B) =0
BeG

— v(A) @V(Am U B)+1/(A U B)sv(u B)

BeG BeG BeG

:v(A):Bz;]v(B zx+s)BZgy(B) (oc+e)y(U B) (a+e)u(U)
b4 V(A) < (a+e)u(A) ezQbel Behauptung.

a), analog. u

Theorem 1.25 (Ableitung von Radon-MafSen) Seien u, v Radon-Mafle auf R". Dann
D, v(x) endlich y-f.ii. auf R" und x — D,v(x) ist yu-messbar auf R".

Beweis. OBdA u(IR"), v(IR") < co (sonst Beschrankung auf kompakte Mengen).
a) Zeige: D,v(x) existiert und ist endlich p-f.ii. Sei dazu

I:={x|Dyuv(x)=+oo} und
R(a,b) :={x| Dyv(x) <a<bDuv(x) < oo} fir 0<a<b

Offenbar I c {x | D,v(x) > a} Ya >0

=2 (I)<—9(I)DH—°>°O

= u(l)=0, d.h. Dyv(x) endlich p-f.i.
Lemma 1.24 liefert auch: bu(R(a,b)) < v(R(a,b)) < au(R(a,b)) = u(R(a,b)) =0

VO<a<b.
Offenbar
{x | Dyv(x) < Dyv < oo} = U R(b)
- O<a<b,a,beQ
die rechte Seite ist y-Nullmenge == Behauptung a).
b) Zeige:

hrnsup]/t(Br(y)><y( ()) VxeR",r>0,

y—x
analog fur v (bzw. beliebige Radon-Mafe), d.h. x » u (Br(x)) ist oberhalb stetig
(ohs).
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Betrachte y; — x in IR”, setze f := HW’ f= ﬂm. Dann ist offenbar

= limsup fi < f (punkteweise) lilgn infl-fr>21-f

k—o0

= | (1-f)dug /liminf(l - fr)du < liminf/(l - fr)du
BZr(x) BZr(x) —— BZr(x)
>0

— 1t (Bor (%)) - ¢ (B, (x) ) < liminf (34(Bo (x)) - (B () )
y(@)@o

Behauptung b).
c) Zeige: Dyv(-) ist y-messbar. Dazu: x — u(B;(x)), x = v(B,(x)) ohs nach b) und

somit y-messbar Vr > 0 (da u, v Borelmafie). Definiere

VB gy y(By(x)) > 0
f(x) = { #Br(x) #{B:(x)) ist y-messbar fiir alle r > 0
+00 fur u(B,(x)) =0

Offenbar ist D,v(x) = limionffr(x) = liininffl/k(x) p-f.u. = Behauptung c) =—
r— —00
Behauptung.
[

Definition (i) Das Maf3 v heifit absolutstetig bzgl. Mafs y, schreibe v « pu, falls
VA eR" gilt:
u(A)=0=v(A)=0.
(ii) v und u heiflen singuldr zueinander, schreibe v 1 y, falls
JBorelmenge Bc R" : u (R"~ B) =v(B) =0.
g-26| Theorem 1.26 Seien y, v Radonmafle auf R" mit v << y. Dann gilt
v(A) = /ADyv(x) du VA cR" y-messbar.
Beachte: «Verwandtschaft» zum Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

g-27| Theorem 1.27 (Lebesgue’scher Zerlegungssatz) Seien yu, v RadonmafSe auf R". Dann:
1) Es existieren RadonmafSe v, (absolutly continous), vs (singular) auf R" mit v = vge +vs,
Vae << W, VsV
2) Es gilt Dyv = Dyvgeut. Dyvs = 0 p-fii. und folglich (vgl. Therem 1.26)

I/(A)=/ Dyvdu+vs(A) VAeB"
A

Vgc heifit absolutstetiger Teil von v, vs singulirer Teil von v.

1.7 Lebesgue-Punkte und approximative Stetigkeit

1
(x)dp == ——= / d
fredns i /1o
heifst Mittelwert von f auf A bzgl. p, falls 0 < j1(A) < co und das Integral existiert.
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Theorem 1.28 (Differentiationssatz von Lebesgue/Bosicovitch) Sei y Radonmaf auf R"
und f e L (R", ). Dann

lim £ f(n)n(dy) = F(x) fir o x < R
By (x)

r—0

Beweis. Setze

v*(B) ::/Bfidy VB e B"

v=(A) :=/{1/*(B) | AcB,BeB"} VA cR" (%)
= v* sind Radonmafse und v* « u (Nachrechnen!)
Theorem 126 v=(A) = /A Dyv*du = /Afidy VA py-messbar
= Dyv*(x) = f*(x) p-f.4. auf R"
— i f_ran=tiy (v (507) v (5

=0 JB,(x)

= Dyt (x) - Duv (x) = f*(2) ~ f~(x) = f(x) p-£ii. .

Corollar 1.29 Sei 1 < p < co.
1) Sei y Radonmag auf R" und f ¢ Ly (R",u). Dann gilt fiir y-f.a. x ¢ R"
lim o __|f(y) - f() p(dy) =0 )
r—0 Br(x)
und x mit (4) heifit Lebesgue-Punkt von f.
2) Sei feLl (R",L"). Dann gilt fiir L"-f.a. x € R"

li — f(x)|Pdy =

lim o 1F) - dy =0
xeB abg.

wegen

< ]é )= f@()

1/p 1/p
_ p
< (]ir(x) dy) (71[97@) f(y) - f(x)] Pl(d]/))

lim  fdp=f(x), (8)

r—0 B (x)
d.h. (5) gilt in jedem Lebesgue-Punkt von f (vgl. Theorem 1.28). Andererseits: Falls Grenz-

‘ Fran-se
Br(x)

impliziert (4)

wert in (5) existiert, muss x nicht zwingend Lebesgue-Punkt sein.

Definition (i) Fiir A ¢ R", x € R" heifst
L"(By(x)n A)

densa(x) = lim = )

€[0,1]

Dichte von x bzgl. A.
(ii)) As:={xeR"|densy(x) =1} ist maBitheoretisch Inneres von A.
(iii) A* = {x ¢ R" |dens4(x) = 0} ist maBtheoretisch Aueres von A.



16 Grundlagen der MafStheorie

(iv) 9.A:=R"\ (A*UA,) ist mafitheoretischer Rand.
Beachte: 1.30 x € A, oder x e A* - xec A

Hinweis: 1.31 A,, A*, 0A sind stets Borelmengen und offenbar gilt: int A ¢ A. und
extAc A*

g-30| Corollar 1.32 Sei A c R" L"-messbar.
= dens4(x) = 1fiir L'-f.a. x € A — dens(x) = Ofiir L'-f.a. x e R"\ A

Beweis. Wahle f =14, u = £ in Theorem 1.28 n

Offenbar folgt fiir A c R” L"-messbar.
L'(0.A)=0, LM (ANA)=L"(ANA)=0
Sei f e L] (R"). Dann heifit

() lim, o f5 (x) fdy falls existient (beachte: 3 fiir f.a. x € R"”
X):= r
0 sonst

prdziser Reprasentant von f.

Beachte: 1.33 Fiir f,g € L] (R") mit f = g £-f.ii. gilt f* = ¢* fiir alle x € R™. Sei
f:R" - R™ (beliebige) Funktionen A € R™ heifst approximativer Grenzwert von f in

x € R" falls
LB 0 {If - Az e})
r—0 L (By(x))

d.h. densyj )5y x =0 Ve > 0. Man schreibt:

A =aplim, f(x)

=0 Ve>0 9)

g-31| Theorem 1.34 Sei f :R" - R™. Dann ist aplim__ . f(y) eindeutig Vx € R.

X—>X

Beweis. Angenommen A # A erfiillen (7) fiir x € R", setze € := % |/\ - 7\‘. Offenbar ist
Be=|A=Al<|f() - Al+[f(y) -A] VyeR”
= B,(x) c{|f-Al2e}u{|f-A|>¢e} Vr>0
= L" (By(x)) < L" (By(x) n{[f = A| > €}) + L" (B, (x) n {|f - A| > €})
%E” (Br(x)) VO0<r<rg

Definition Eine beliebige Funktion f : R” — R™ heifit approximativ stetig in x € R”,
falls

aplim, . f(y) = f(x) (10)
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Theorem 1.35 Sei f : R"” - R™. Dann
f L"-messbar auf R" < f approximativ stetig fiir L"-f.a. x ¢ R"

Beweis. =  Seien By = Bi(0) c R”, nach Satz von Lusin existieren kompakte Men-
gen Ky mit: f | K, stetig in Vk,

Ki ¢ By mit £"(B; ~K7) <1 und

Offenbar gilt:
. (mLM(B(x)NKj) . L%(B(x)) - L*(Br(x)nK; .
lim (B, (1)) = lrl_r)rol (B, (1)) =0 fir L"-fa. x e K;
fx. stetig

Fixiere x € A; —t—= Ve > 036> 0: |f(y) - f(x)| <& ¥y € Kjn Bs(x)

= By (x) n{y | [f(y) - f(x)| > €} € By(x) N Kj Vr € (0,0)
(+).(7)

f approximativ stetig in x g Behauptung
<= vgl. Literatur. u

1.8 Rieszscher Darstellungssatz

Theorem 1.36 (Rieszscher Darstellungssatz) Sei L : Co(R”;R™) — R lineares Funktio-
nal und fiir jedes K c R" kompakt und
sup{L(f)| f e Co(R";R™), sptf c K, |[f(x)| <1Vx} < . (11)
Dann existiert ein Radonmafl y auf R" und o : R" - R™ p-messbar mit |o(x)| =1 py-f.ii.
u(V)=sup{L(f)|fe CR";R™),sptfcV, |f| <1} VV c R" offen
und
L(H) = [ Fxotn(dn) ¥f eCoR"R™).

y heifit Variationsmaf von L.

Lemma 1.37 Sei L : C°(R",R) — R linear und L(f) > 0 Vf € C°(R") mit f > 0. Dann
existiert ein Radonmaf$ yu auf R" mit

LH)= [ fdu vFeCRR)

1.9 Schwache Konvergenz und Kompaktheit von RadonmafSen

Seien i, py (k € N) Radonmafle auf R”. Dann sind folgedene Aussagen dquivalent:
(a) I}im/ fduyg :/ fdu VfeCo(R")
(b) limsup ux(K) < p(K) VK c R" kompakt

k—o0

lim sup pu(U) > u(K) YU c R" offen

k—o0
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(c) I}im ui(B) = u(B) VB € B" beschrankt und u(dB) = 0.
Die Mafse y; konvergieren schwach gegen Maf3 y, falls a), b) oder c) gilt. Man schreibt:
Bk =~ M

Bemerkung Wegen D, 1v(t) < oo fiir £1-f.a. t e R:
Sei v RadonmaR auf R = v{t} = 0 fir £!-fa. t e R (12)

Beweis. a) = Db) Fixiere U c R" offen, fiir K c U kompakt, f € Co(R") mit0< f <1,
sptf c U, f=1auf K gilt:

uo< [ faniim [ fau<timint (1)

— u(U) ™* sup{p(K) | K c U kompakt} < lim inf (1)

Andere Ungleichung in b) analog.
b) = c) Sei B c B" beschrankt mit y(dB) = 0. Dann

b —
#(B) = u(int B) S)lirr}(inf,uk(intB) < lirr}cinfyk(B)

< p(B) = u(B) = c)
c) = a) Fixiere f € Co(R"), € > 0, zundchst f > 0. 3R > 0 : sptf c Br(0) und

u(9B) =
Wiahle 0 = tg < ta.. <ty mit 0< t;—t;q <e, tn > | fl. p (f1(t))=0Vi=1,.., N.
Setze B; := f~1((t;_1,t;]) = 1(9B;) = 0 Vi > 2. Offenbar:

N N
S o (B)) < /]R Fdp <3 tip(By) + b (Br(0))
i=2 n i=2

und

N
Z; i-1p(B;) < fdl/‘<z;tz.”(3)+t1ﬂk(BR( )

% Jim | / fdg - / fdu| <2eu(Br(0))
% ) fur f >0
f fr-f f .

Theorem 1.38 (Schwache Kompaktheit) Seien yy (k € N) Radonmafe auf R" mit sup, py(K) <
oo VK c R" kompakt. Dann 3 TF Mk und RadonmafS yu auf R" mit i, = I

Beweis. Setze
M = sup j(R") < oo (+)
k
Sei (fx)7° dichte Teilmenge in Co(R") (bzgl. |-| )
&) ([ frdpk), © R beschrinkt
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— 3 TF i3 mit/fldyi—wzle]R
Konstruiere induktiv ( y?{) r aus ( pt;;l) § mit [ fjdpt{( Lnaad aj € R mit v := yﬁ gilt:
/fjdl/kk_)—oo>a]- VieN

Setze L(f;) :=a ) I linear und IL(fi)l < M| fxl

dich _
% existiert eindeutige Fortsetzung L : Co(IR”) - R linear, beschrankt, L(f) > 0
fur f>0
_ dich
S22 3 Radonma pauf R%: L(f) = [ fdu Vf € Co(R"). Fixiere bel. f € Co(IR") Udich)

3TF fk]- - f bzgl. |-| . Damit zeigt man

/fdyﬁ - /fdy 232 Beh.
]
Beispiel Sei U c R" offen, f e LP(U) (1< p < o0), f >0 L-f.4. auf U. Setze
u(A) :=/f(x)dx VA c U L"-messbar
A
u(A) =inf{u(V)|AcVcl,Voffen} VAc U
Dann ist ¢ Radonmag auf U, y < £" und Dgnp(x) = f(x) ft. auf U, p=L"L f.
Seien f, fr e LP(U), f, fx >0 fi. und py == L L fy, p:= L"L f, dann:
Thm35
e 1= /ugd#k - /ugfkdx - /ugfdx - /ugdu Vg € Co(U) (13)
Allgemein fir f, fi € LP(U), 1 < p < oo definiere:
fr konvergiert schwach gegen f in LF(U) = / g frdx — / gfdxVvge L’”,(U),% + % =1
u u
(14)

(beachte: Cy dichte in LP" fiir p>1)
Notation: f; — f.

Bemerkung Auch (g, fx) = (g, f) und py == L L fi i.A. signierte Mafe.

Theorem 1.39 (Schwache Kompaktheit in LF) Sei (fy) c LP(U), U c R" offen, 1 < p <
oo und supy | f|p < oo (d.h. (f) beschrinkt in LP). Dann existiert TF Ji; und f € Lr(U)

mit fi, = f in LP(U).
Hinweis: I. A. falsch fiir p=1

Beweis. Anwendung von Tim 36 auf p == L" L f (vgl. Literatur). n
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2 Hausdorff-Mafs

Fir s > 0 sei
775/2

RRANYERE

mit .
I'(o):= / e *x"ldx
die Gamma-Funktion fiir ¢ > 0. Es gilt I"(Ox +1) =xI'(x) (T(n+1) =n!, n e N). Damit
L"(By(x)) = a(n)r" fir Kugeln B,(x) c R" (1)
Setze fiir AcR",0<s<00,0<J< oo (diamz=0,00=1)

o diamC;\*| =
Hi(A) ::inf{;oc(s)( 1a12n ]) acUg, diaij<(5} @)
J= ]=
dann heifst
H(A) = %ifr(}HZ(AFSUPHfs(A) (€ [0, 00]) 3)

0>0
s-dimensionales HausdorffmafSs von A.

Bemerkung (1) ¢ — H5(A) ist monoton fallend auf (0, 0] = lims_,q in (3) existiert
und ist gleich sup;_ .
(2) Wegen ¢ - 0 wird die «Gestalt» von A immer besser erfasst.

Theorem 2.1 Sei 0 <'s < co. Dann: H* ist Borel-regulires Maf$ auf R".

Hinweis. (1) #? ist kein Radonmaf fiir 0 < s < n, da z.B. H® (B1 (0)) = oo fiir kompakte
Menge B;(0)
(2) Hj ist Mafs auf R" Vs € [0, 00), € (0, 0]

Beweisskizze (a) Zeige: H5 ist Mafs fiir 0 < < o0
Fixiere (Ax){° ¢ R" und sei Ay c U; C;‘, diam C;‘ <o
(2) s diam C;{ )
== H;|UA]) <> a(s) 5
k k
Infimum fiir festes k: < ¥ H5(Ax)
(b) Zeige: H* ist Maf fiir (Ay);° c R" gilt

@) ) N
H (LkJAk) < ;Hg(Ak) < Zk:”HS(Ak) Loy Behauptung

(c) Zeige H? ist Borelmafl. Man zeigt: H5(AuB) = H5(A) +H5(B) YA,B c R" mit
dist(A,B) >0 Lhml® Behauptung

(d) Zeige H° Borel-reguldr. Vgl. Literatur.
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Theorem 2.2 Sei 0 <'s < oo. Dann
(1) HO ist das Zihlmap.
(2) H' = L1 auf RL,
(3) H5(A)=0VAcR"fallss>n
(4) H3(AA) = ASHS(A) VA >0,A cR"
(56) HS(LA) =H3(A) falls A c R" und L : R™ — R" affin linear und isometrisch
(6) H3(A) =0 fiir AcR" und ein 6 € (0,00] = H5(A) =0

Beweis. (1) Esista(0) =1 =— H}{a}=1VaeR,06>0=— Ha}=1Va
(2) Sei AcR,6>0,a(1) =2. Dann

L£Y(A) :inf{Zdiaij ACUCJ} ()
]

J

< inf{z diam C; |A c | JC;j, diam C; < (5}
j j
O
Andererseits gilt mit i := [kd, (k+1)d], k € Z diam(C; n Iy) < § und Ytz diam(C;n

Iy) < diam C;

— [! (;) inf{Z Y, diam(C;nIy)

Acucj} > H;(A)
j k=—o0

j
= LY (A) =H}(A) V¥6>0
— L1 =H! auf R!

(3) Sei Q c R" der Einheitswiirfel, zerlege diesen in m" Teilwiirfel mit Seitenldnge %

und Durchmesser %
m" Jn 5 2 e
— #4(Q) € 3 0(6) (30 ) ~0(e) gy 0
= H’(Q) =0
= H(R") =0

= Behauptung
(4) und
(5) 5) folgen leicht aus der Definition (2) fiir
(6) vgl. Literatur.

h-03| Lemma 2.3 Sei AcR"”, 0<s<t<oo. Dann
(1) H5(A) <o = H!(A)=0
(2) HI(A)>0= H5(A) = 0
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Beweis. (1) Sei #5(A) < 00,0 >0 == 3(C;); mit A c U;C;,diam C; <4 und
© diam C;
3ats) (S5
j=1

) SHS(A)+1 D a4y 41 ()

Dann

diam C;\’ a(t) o diam C; . s
Hfs(A)szjja(t)( > 7) :“(S)z t;a(s)(T])(dIaij)t
0]

t—s gt-s s 6—0
> 57 (H(A) +1) ——0

= H'(A)=0

(2) Sei H!(A) > 0. Angenommen H5(A) < oo 2> Ht(A) =0 = Behauptung.

Fiir A ¢ IR” heifst

Haim(A) =1nf {0 <5 < 00 [H5(A) = 0} (< )
Hausdorff-Dimension von A. Beachte

=0 Vt > Hqim(A)
HI(A){€[0,00]  t=Haim(A)
=00 t< ,Hdim(A)
h-04| Theorem 2.4 H" = L" auf R".

Der Beweis benutzt

h-05] Satz 2.5 (isodiametrische Ungleichung) Es gilt

. n
LM(A) <a(n) (dla;“A) VAcCR"

= L"(By(x)) mitr = dlaznA xeR"

7

Beweis von Theorem 2.4. Alle verwendeten Wiirfel seien achsenparallel.
(a) Zeige L"(A) <H"(A) YVAcR". Sei 6 >0, A cU;Cj, diamC; < 6. Dann

— £1(A) <Y L(C) € Yaln) (dialzncf)n
] J

0 L1(A) <HI(A)

e Behauptung.

(b) Zeige H" < L": Sei Q c R" Wiirfel mit Seitenldnge ¢. Dann
o) (T519) <0 () <atn (5] (@ (+9

=:Cp
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Fiir 6 >0, A c R” folgt
di \"
HI(A) < inf{ > a(n) ( 1ar2n Q])

jen

Q; Wiirfel, A c U Qj, diam Q; < (5}
j

()

< Oy 1nf{2£”(Q]) Q] Wiirfel, A c UQ], diam Q] < (5}
j J

=c,LM(A)
Fiir 6 — 0 folgt
H'(A) <cnLM(A)
die Behauptung.
(c) Zeige: H"(A) < L"(A) VA c R™.
Sei A c R", 6 >0,e >0, dann (vgl (6)) 3 Wiirfel Q;: A c N;Q;, diam Q; < ¢ und
> L"(Qj) < L"(A) +e. Nach Corollar 21 existiert fiir jedes n € IN eine Menge
abgeschlossener disjunkter Kugeln B]k c infgegy Q; mit diam B]k <0

0=L" (intQj\LkJB{;) :E”(Qj\LkJB{;)
Ry j
==H Q]‘ N\ UBk =0
k
—H" (Q]- \UB{;) -0
k
L™ Borelmatfs, B£ c Qj. Dann

£'(Q)) =L" (Q]- n UB{;) + [ 05pt)L" (Qj U Bi)
j —— =0
-]
k
HY ist Maf, denn
i < (QinUsl) - e 0 Us)

=0

()
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Damit

HE(A) < Zk:%g(Qj) < H (LkJ Bi)
J

) i\"
diam Bk)

<ZZH§(B£)SZZ(X(H)( .
7K i K
-wy ) - e (Us)
]k j k
- ¥ £1(Q))
J

<L'(A) +¢
Da ¢ > 0 beliebig, folgt
H5(A) <L'(A)
und fiir § - 0 die Behauptung.

Beachte: #° trivial fiir s > n, somit interessant fiir 0 < s < n!

Wiederhole: A c R" £"-messbar. Dann ist

e

1 fu.auf A
0 fi.aufR"\A

h-06| Satz 2.6 Sei A c R" Hs-messbar, H5(A) < o0, 0 < s < n. Dann
. M(By(x)nA) "
(1)1&1& 2(5)r =0 fiir H*-fa. x e R"\ A
S
(2)l < limsup (B (x)n4)
28 50 a(s)rs
Hinweis: «< 1» in (2) bzw. liminf--- = 0 fiir H5-f.a. x € A moglich.

<1 fiir H-fa. x e A
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3 Area- und Coarea-Formel (Flaichen- und Coflichen-Formel)
Sei f : R" - IR™ Lipschitz-stetig.

Ziele (grob):
(i) Area-Formel (m > n): Integralformel fiir #"(f(A))
(ii) Coarea-Formel (m < n): gewisse Verallgemeinerung von Fubini

(iii) Integration unter Variablentranformation f

Wiederholung: Trafosatz: n = m, f Diffeomorphismus, g integrierbar, f : U - V. Dann

| s et ldy = [ gx)dx
u 14

Integration auf Mannigfaltigkeit: M = f(U) (n < m), g integrierbar.

| sda- [ g(FG)VetF G (dx
M u

3.1 Lipschitz-Funktion

f:D cR" - R™ heifit Lipschitz-stetig auf D, falls c > 0 existiert, mit

f(x)-fy)l<clx-yl Vx,yeD (1)
Die kleinst mogliche Schranke c in (1) ist
Lipf:zsup{w x,yeD,x;ty} (2)

und heifst Lipschitz-Konstante.
f heifit lokal Lipschitz-stetig auf D, falls

VK c D kompakt Jei : [f(x) - f(y)|<cklx-y] Vx,yeKk, (3)

und

graph (f,A) =={(x, f(x))|xe A} c IRJ’} x R™ (R™™)
heifit Graph von f auf A.
f heifst differenzierbar in x € R", falls L : R” - R™ linear existiert mit

f(y) = f(x) +L(y—x) +o(|ly - x|) (fir y - x)
Df(x):=L(f'(x)) (4)
heifst Ableitung von f in x.

Beispiel (i) L:R"” — R" linear = L Lip-stetig
(ii)) P:R" - R™ (k < n) «iibliche» Projektion = P linear, LipP =1

Satz 3.1 Sei f : R" -~ R™, A cR". Dann
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(1) £(A) >0 <— Heim(graph (f, A)) > n
(2) L"(A) >0, f Lip-stetig <= Hgim(graph (f,A)) =n
(3) f Lip-stetig, 0 <s < oo == H5(f(A)) < (Lip f)*H*(A)

Theorem 3.2 Sei f: A c R" - R™. Dann

(1) (Kirszschaum) f Lip-stetig == 3 Fortsetzung f : R" — R™ Lip-stetig mit Lip f = Lip f
(2) (Rademacher) f lokal Lip-stetig, A offen = f differenzierbar L"-f.ii. auf A

(3) A offen: f lokal Lip-stetig < f € Wllo';"(A) (Sobolevfunktion)

3.2 Funktionaldeterminante (Jacobian)

Fiir A :R" - R™ linear heifst A* : R" - R"” adjungierte Abbildung zu A, falls
(v, Ax), =(A*xy,x), VYxeR" yeR"

(A* linear, A* = A! in Matrizenschreibweise)

S :R" - R™ symmetrisch, falls S = 5*.

R:R" - R™ orthogonal, falls (Rx, Ry) = (x,y) Vx,y € R".

Satz 3.3 Es gilt fiir lineare Abbildungen:
(a) A** = A, (AB)* = A*B*, det A* = det A, (A*l)* = (A*)Y, Falls A existiert.
(b) R:R" - R™ orthogonal <= R* - R =id, = R injektiv =n<m
n=m
<= R*=R"!
(c) S : R" - R" symmetrisch, positiv definit = 3!C : R" - IR" symmetrisch, positiv
definit: S = C2, schreibe: C = /S
(d) A*A symmetrisch, positiv definit. Falls A zusitzlich requlir: A* A requlir

Satz 3.4 (Polarzerlegung (Cauchy)) Sei L:IR" — R linear. Dann

(a) n<m:3S:R" > R" symmetrisch, R : R" - R™ orthogonal mit L = RS (5)

(b) n<m:3S:R" - R" symmetrisch, R : R™ - R" orthogonal mit L = SR* (6)
(beachte: R* i.A. nicht orthogonal, da n > m)

Die Darstellung ist jeweils eindeutig, falls L requlir; S stets eindeutig.

Beweis. (a) Fir n < m, L regulir = L*L reguldr. Setze S = /L*L symmetrisch,
R:= LS (reguldr) = R*R = (S‘l)>+ L*LS 1= (S*)_1 §25-1 =id,
(b) Betrachte (a) fiir L*
n

Fir L : R" — R™ linear heifit [L] := |detS| mit S gemaf3 (5) / (6) Jacobi-Determinante
(eindeutig definiert, da S eindeutig).
Offenbar:

(i) [L]=[L"]
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3 5 detL*L n<m
(i) [L]*= (8)
detLL* n>m
(denn fiir n < m: L*L = S*R*RS = Sid,, S = §2)
Binet-Cauchy-Formel L : R” — R"™, n < m. Sei A = {detL | L entsteht aus L durch
Streichen von m —n Zeilen }. Dann

[L]?= > A2 9)

AeA
(beachte: L sind gewisse Projektionen von L und (9) ist in gewissem Sinne Pythagoras,

vgl. Literatur)

Sei f:R" - R™ Lip-stetig = Df(x) : R"” - R™ linear existiert fiir £"-f.a. x ¢ R” mit
fo o fhL
f=(fY o fm)=Df=| : -
o S
Dabb heifit J(x) := [Df (x)] fiir £"-f.a. x ¢ R" Funktionaldeterminante (Jacobi-Deter-
minante) von f in x. Offenbar gilt

VdetDf(x)*Df(x) n<m
Jp(x) =
VdetDf (x)Df(x)* n>m

(10)

3.3 Area-Formel

Sei stets f : IR” - R™ Lipschitz-stetig und
Ziel:

Berechne [ £(4) dH", d.h. n-dimensionales Maf$ von f(A) (eventuell mit «Vielfachheit»
falls f nicht surjektiv) bzw ff(A) g(f ' (y)) H"(dy)

o Lemma 3.5 (Vorbetrachtung) Es gilt
(1) L:R" - R™ linear = H"(L(A)) = [L]L"*(A), YA c R" (wo [L] Funktionaldetermi-
nante)
(2) f(A) ist H"-messbar YA c R" L"-messbar
(3) Vielfachheitsfunktion y — HO (A n f~1(y)) auf R™ ist H"-messbar auf R™ VA c R"
L"-messbar

(4)
[ anr ) e = [ #0 (a0 w) 1)
| =J¢(ay dH" wenn f inj.
< (Lip /)" £"(A) VA cR"L"-messbar

Theorem 3.6 Sei f : R" - R™ L-stetig, n < m. Dann gilt die
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(1) Area-Formel:
/ Jp(x)dx = / HO(Anf(y)) H'(dy) VAcR"L"-messbar (11)
A R™

=[ray HO(Anf1(y)) H*(dy)
(2) Variablentranformation: Fiir ¢ : R" - R L"-summierbar
/ g(0)Jf(x)dx = / > H'(dy)
K R™ e (y)
=Ry ey 8 H (dy)

Bemerkung (1) (11) folgt aus (12) fiir g =14
(2) Wiederholung:

d
11(x) = VAeTDF () DI () = ety (), wo g = 375
(3) Falls f in Theorem 3.6 injektiv, g = 0 auf R"” \ A folgt
[3seodx= [ ant - wr(sea) ar)
A f(A)

x)](x)dx = -1 " ’
/A ()T f(x)d /f(A)g(f (v)) H"(dy) (12)

Beispiel 3.7 Sei f : U c R" - R™ L-stetig, injektiv, U offen, n < m. Betrachte M :=
f(U) als n-dimensionle Lipschitz-Mannigfaltigkeit in B". Sei B ¢ M Borel-Menge, mit
Hinweis nach Theorem 1.6 folgt A := f~1(B) L"-messbar, B #{"-messbar. Sei §: B - R
H"-summierbar und g(x) := §(f(x)) L"-messbar (z.B. § stetig). Dann folgt:

JEwwan= [ - s(rw) @y 12
:Ag(x)]f(x)dx (13)
- [ 48(7(x))V/detDF(x) DF (r)dx (14)
und fiir § = 1:
H(B) = / H(dy) = / \/detDF (x)"Df (x)dx (15)
B A

(a) Spezialfall: M C!-Mannigfaltigkeit => O.E. f stetig differenzierbar mittels (13)
Integration auf einer Mannigfaltigkeit definiert. Mittels (14) n-dimensionales Vo-
lumen vol, (b) in R™ definiert.

Wiederholung fiir Q ¢ R” Quader, Q := (Df(x))(Q)
voly(Q) = /detDf (x)*Df (x)L"(Q)
(b) Spezialfall: f : R” - R" Diffeomorphismus. Dann

— J;(x) - \/detDf () Df (x) - [det Df (x)
2 [ g)dy= [ () ldetDF ()] dx (Trafosatz)
B A
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(c) Spezialfall n =1: f : R - R™ Lipschitz-stetig, injektiv (Kurve im R™)
= J(x) [Df (x)|

b
— Kurve c:= f[a,b] hat Lange #!(C) = / d#! () / IDf(x)|dx
C a
(d) Spezialfall m =n+1: f(x):=(x,g(x)) fir g: U c R" > R L-stetig

= M = f(U) = graph(g, U) Hyperfliche im R"*!, mit Df(x) = ( id ) e Rm+1)xn

g
— J¢(x) = /detDf (x)*Df (x) = \/1+|Dg(x)]’
:>H”(M):/LI\/1+|Df(x)|2dx

(e) Spezialfall m=n+1, d.h. f: U c R* > R*! L-stetig, injektiv.

f%1 e fE
= M = f(U) ist Hyperfliche im R"*! wo Df = :
n+l .. n+1
X1 Xn
2
nel (O FL,..., Fk1, k+l,..., ) (x
BN (Y A P e f) ()
et (X1, ..y X))

— (M) / J ¢ (x)dx(Flacheninhalt)
u

3.4 Coarea-Formel

Stets: Sei f : R" - R™ L-stetig und
Ziel:

Berechne [,Js(x)dx bzw. [, g(x)]¢(x)dx (g integrierbar) mittels «nichtlinearem Fubi-
ni»

Lemma 3.8 Sei A c R" L"-messbar. Dann

(1) L:R* - R" linear = [puH" " (AnL(y))dy = [L]L*(A)

(2) f(A) ist L"-messbar

(3) An f~N(y) ist H""-messbar fiir L"-f.a. y € R™ (Beachte: f~1(y) abgeschlossen Yy und
somit H"~™ messbar)

(4) y H"™(An fY(y)) ist L™-messbar

Theorem 3.9 Sei f :IR" - R™ L-stetig, n > m. Dann gilt die
(1) Coarea-Formel:

/ J(x)dx6 = / H'""(Anf(y))dy VAcR"L"-messbar (1)
A SR |

=[ray H " (AnfH(y))dy
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(2) Variablentranformation: Fiir g : R" - R L"-summierbar gilt. dass g| () H™M-summier-
bar fiir L-f.a. y € R™ und

[seon@ar= [ ([ s @

Bemerkung (1) (1) folgt aus (2) mit g=14

(2) Wiederholung: J¢(x) = \/detDf (x)*Df(x)

(3) (2) ist eine nicht-lineare Verallgemeinerung des Satzes von Fubini, denn fiir f(x) =
X (x = (x1,., %), £ R" > R) gilt Js(x) = [Df(x)| =1 Vx € R" und

/Rn g(x)dx:/R( Xk:tg(z)’}{”‘m(dz))dt
_ /IR ( " g(x’,t)dx’)dt,

(x',t) = (x1, .., t, ..., X)) (t an k-ter Stelle) und das ist Fubini.

4) L"(A) =0 = H" " (Anf(y)) = 0 fiir L”fa. y e R" (zB. A = {x | f nicht
differenzierbar in x})

(5) Falls §(x) = &) rn_gummierbar auf R” folgt aus (2)

Jr(x)
() m-n 7
/ g(x)dx = /R ( / 1(y)]f(Z)H (dz)) @)

Beispiel 3) Spezialfall A = {J; =0}

= H"" ({Jf=0}nf 1 (y)) =0 firr L"-f.a. y e R™ 3)
Beachte J¢(x) = 0 < Df(x) singulér (d.h. hat nicht vollen Rang). Vgl Theorem von
Morse-Sard: f € CK(R"; R™) mitk=1+n-m

= {J =0} nf(y) = @ fiir Lf.a. yeR™,

d.h. Menge der singuldren Werte y von f = {y | 3x : f(x) = y, Df(x) singular} ist
L™-Nullmenge.
Somit ist (3) schwache Version des Theorems von Morse-Sard.
4) Sei f : R" - R L-stetig, g : R"” - R L"-summierbar und

essi]l:?nﬂDf\ =c>0 4)

_[7 §(z)
[ sax= | (/f Dr(z) " (dz))ds ®)

g = - g(z) n-1 .. 1
dr /f>t8(x)dx = /f=t DI H'"(dz) fur L-f.s. ¢ (6)

und das liefert
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Beweis von (5) Offenbar ist J¢ = [Df|, Dann
Jr5®+ Jo ﬂ{f»}—ﬁ}?)»]f(’f)d"
2 [ @)
_ (7 8(2) 0
(. IDf(Z)IJf @) a

u
speziell in Polarkoordinaten:
(i) f(x)=|x|, t=0in (5). Dann
[ sdx= [ g@uridar )
R 0 JaB.(0)
(i) f(x)=-]x|, t=-rin (6). Dann |x| <7 :
d
S smdr- [ g@uid) ®)
" JB,(0) B,(0)

Beispiel Spezialfall f : R” - R L-stetig = J¢ = [Df|. Dann folgt mit (1)
| Drldx= [ Hrti(s =)
R" R

(vgl. Coarea-Formel fiir BV-Funktionen).
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4 BV-Funktionen

4.1 Motivation

U=(a,b)cRR, f:U—R. Dann gilt fiir die Variation

n
V(t):= sup{z |f(te) — f(teoq)|:a<tp<ty<..<ty< b} (%)
k=1
f hat eine beschrankte Varation, falls V(f) < oo.

Fiir f glatt:
te
ft) = f(tea) = | fi()dE

te1
fiir sup in (*): Wahle Extrempunkte von f als #;, dann

tk
ONE / 7/(s)|ds
und damit h

b
V(P = [ IF @l
a
Ziel: V(f) fir f € LY(U) verniinftig definiert.
Wieder f glatt:

v =sup| [ o016 pecalw), lol. <1}
sup [ 911 g echun Lol <1

=SUP{/U ¢'(s)f(s)ds: 9 € Co(U), |90 <1} (**)
Beobachtung: (*x) sinnvoll fiir f € L1(U) und liefert () fiir glatte f. Fall n > 1

V(P =sup| [ 90 Dfax: 9 e R, ol <1

-sup [ pCodiv f(x)dx: g e CULRY, Lol <1

4.2 Einfiihrung

U c R" sei stets offen.

Definition Fiir f € L1(U) ist die Totalvariation auf U
TV(f) :=sup {/ f(x)divp(x)dx: ¢ e CH(U,R"), ||, <1Vxe LI} € [0,00]
u

BV(U):={fe LY(U): TV f < o0}
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ist linearer Raum. f € BVU heifst Funktion beschrinkter Variation (BV-Funktion) auf

u
BV oc(U) = {f € Lj,.(U) : f],, e BV(V) VV cc U offen}

loc

ist die Menge der Funktionen mit lokal beschrinkter Variation auf U.
M c R" L"-messbar hat (lokal) endlichen Perimeter in U, falls 1) € BV(U) (1 €
Bvloc(u))'

Theorem 4.1 (Strukturtheorem) Sei f € BV,,.(u). Dann existiert ein RadonmafS y auf U
und o : U - R" y-messbar, so dass |c(x)| =1 p-f.ii. und es gilt

[ Fdivedx = [ g c(xuin) voeChUR? M
u u

Bemerkung (1) bedeutet, das Vektormafs y L ¢ als Gradient von f im distributiven
(schwachen) Sinn aufgefasst werden kann und somit ist (1) allgemeine Formel fiir

partielle Integration.
IDfl=p
heifdt Variationsmaf$ von f und
Df:=urLo

heifdt Ableitung von f (ist Vektormaf3!). Damit wird (1)

| fodiveds=- [ g-odDfl=- [ g-ddf) voechURY @)

u u u

Falls 1 € BV,.(U) fiir E ¢ R" heifit |0E| := |Dlg| (= p)Perimatermafl von E und
|0E| (U)Perimeter von E in U. Setze vg = -0, dann wird (1) fiir f =1g, Ec U zu

/divgo(x)dx:/ @-ved|0E| V¢ e CH(U,R") (2)
E u

Beispiel (1) Sei E cc U offen, oE Lip., H"1(dE) < oo, v die duflere Einheitsnormale
— / div @(x)dx = / p-vdH" l<clg|,, ¢eCHUR"
E OE
— 1 € BV(U) = E hat endlichen Perimeter
— [ @-vdH"! :/ ¢-ved|oE| Vg € C}
9E u
= V¢ € Cp (approximativ)
= |0E|Lvg = (H" 'LOE)Lv
— |0E|=H" 1 LOE, vg =v
damit kann (2) als allgemeine Variante des Satzes von Gaufi angesehen werden
(vgl. spiter).
(1) liefert fiir f, 1 € BV, (U)
IDff(U) =TV(f) und |9E|(U) = TV(Ilg)
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Beweis von Theorem 1 Betrachte L : Cy(U,R") - R linear mit

L(g) = —/ fdivedx
Da f € BV, folgt -
sup {L(¢) | ¢ € Co(V,R"), |@[., <1} =tcy <00 VV cc U offen
— L(g)l <co Il Yo e CL(V,RY).
Fixiere K c U kompakt, wihle V offen mit K ¢ V cc U fiir ¢ € C}(U,R") mit spt¢ c K
existiert ¢y € C(1)(V, R"™) mit ¢y 5 . Setze L(¢) = limk - ooL(¢;) (nach (*) existiert
der Grenzwert und ist unabhdngig von (¢y))
— es existiert eindeutig lineare Fortsetzung L : Co(U,R") - R von L und ‘Z(g0)| <
co ||, fallssptocVecl
— sup{L(9) | ¢ ¢ CU,R"), sptg K, [g],, <1} < oo
Riesz = 3 Radonmaf x und ¢ : U - R" y-messbar wie in der Behauptung. |

Bemerkung: Man kann zeigen f € BV;,(V) mit Du = 0 = f = const f.ii. auf jeder
Zusammenhangskomponente von U 4)
Dies motiviert fiir f e BV(U) :

|y = £l + DAL ®)

betrachtet man iibliche Aquivalenzklassen wie in L1(U), so ist dies die Norm in
BV(U) und BV(U) ist damit ein Banachraum.

Beispiel W,/ (U) g BV, (U) (6)
Df(x)

mit [Df| = £+ [DF()] und o (x) - {Df(x) Pr =0 )
0 Df(x)=0

Analog W11(Q) ¢ BV(U) (8)

Beweis. Sei f ¢ Wllo’g(ll), dann gilt V¢ € C}(V,R"), V cc U, || < 1.

/fdivgodx:—/(p-Dfdx</|Df(x)|dx<oo
u u v
— f € BVjoe(U). Nach (»), (1):

/go-Dfdxz/cp-ady queC(l)(U,lR”)
u u

Bspl
— (7). Sei Bcc U L), 1p € BV),.(U). Angenommen 1p € Wllo’g(u).

Sobo.th. .
2228 b Ig(x, ) =1 = (o) X1, by Xpsts -on) stetig fir £ 1-f.a. x’ e R*1 /

— 1z ¢ WHL(U) = (6). n

loc
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4.3 Grundlegende Eigenschaften

Theorem 4.2 (Unterhalbstetigkeit der TV) Sei f; € BV(U) und fi — f in L} (U) (d.h.

loc
1
fx LW, f V¥V cclU. Dannist f e BV(U) und

IDf|(U) < liminf[Df (U)

Beweis. Fiir ¢ ¢ C}(U,R"), || <1 gilt
/ fdiv pdx = lim / frdiv pdx
u k=oo Ju
:-—lhn /‘¢-0}d“DfH
k—oo J11
éliminf/ d |Dfy]
ko Ju

= lin}{inf|ka| u)

= [Df|(U) = sup{/ufdi"q’dx
:1in}(inf|ka|(u)

o€ CLURY), o] < 1}

= Behauptung. ]

Theorem 4.3 (Approximation durch glatte Funktionen) Fiir f € BV(U) existiert Folgt
(fx) c BV(U) nCe(U) mit

(i) fr— fin L}(U)

(ii) [Df (U) - [Df| (U)
Fiir jede solche Folge (fx) gilt ux — u (im Sinne vektorwertiger Radonmayfle vgl. Theorem
1.35), falls

m(B)= [ Dfidv, u(B)== [ d(Df)
BnlU BnU
Beachte: I.A. gilt nicht |D(fi - f)| = 0 (bzw. | fx - f|gy = 0). ii) ist die schwiichere Aussage!

Vorbetrachtung zum Beweis: Glattung von Funktionen betrachte Standard-Modifier
(Glattungsterm) 7 € C3°(R”,R) mit

1
cel*1 x| <1
n(x) = .
0 x| >1
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und ¢ > 0 so dass [, 7(x)dx = 1, setze 7¢(x) := 1y (%) fir e >0, x € R" = 1 €
Ce (R, R), spt#e = Be(0), [ga 7e(x)dx = 1. Setze fiir L] (U), e>0:

Ue:={x el |dist(x,0U) < e}
fEi=ne* f, d.h.
£ = [ mx-pfdy vxell
u

Satz 4.4 (Glittung) (1) féeC®(U,) Ve>0, feLl (U)

loc

(2) feCU)= f¢ =9 f glm. auf kompakten Teilmengen c U
(3) feLl (U),1<p<oo=>f> finLy (U)

loc

(4) fe W P(U), 1< p<oo = fef in Wy (U) und f&, = fje # fx, Yhk=1,...,m

loc

Bemerkung: Fiir f € BV(U) liefert die Folge fi := 171/, * f zwar i) aber eventuell nicht

ii). Deshalb ist der Beweis aufwendiger!

Beweisskizze von Theorem 3. (1) Fixiere ¢ >0, m ¢ N

2)

©)

(4)

Uy = {x e U | dist(x,oU) > - +k} N By, (0)

offen (k =1,2,ds) und offenbar U; c U, c ... Wahle m € N so grof3, dass

IDfI(UNUy) < (*)
Sei Uy := @ und Vj := Uy,q \ Uy_1 offene Mengen. Wihle Zerlegung der Eins (i) c
Coo(U) mit G € C(Vi), 0< G <1, Ti Ck(x) =1 Vx € U. Wihle g > 0 so klein, dass
Vk: spt (17e * (f11x)) € Vi

[ ex (80 - faldr < g [ Inex (FDE) - DEIdr < (o9

Setze:

fe= Ek:ﬂek *(fCk) (t)

Vx e U3U(x) c U : nur endlich viele Terme + 0 auf U(x) in (}) = f. €« C=(U).
Wegen f = Yk f&x auf U und (x+) folgt

e~ Fluan € o (P80~ el < 33 =

= fe > fin LI(U) fiire > 0 (+)
Man zeigt: [Dfe| (U) < |Df](U) +4e

2 ¢ e BV(U)

(+) . (*)
—= IDf| (U) < liminf._o[Df.| < [Df|(U)

Rest vgl. Literatur.



BV-Funktionen 37

Theorem 4.5 (Kompaktheit) Sei U c R" offen, beschrinkt, oU Lipschitz (lokal Graph einer
Lipschitz-Funktion), (fi) c BV(U) mit

S‘;p kaHBV(u) < 00.
Dann existiert eine Teilfolge ( fkj)]- und f e BV(U) mit
]'—>oo .
fk]' —)f n Ll(u)
Beweisskizze Nach Theorem 3 existiert g € BV(U) nC>(U) (c WL1(U)) mit
1
[ fi-gildx < sup [ Dgildx<oo g
u kK Ju
= I8kl = I8kl L1 + I8kl beschrénkt ©)
Sobolevtheorie: WP (U) ~ LI(U), 1< q < px = 75 (p <n).
— 3 TF (g,); und f € L(U) mit g, - f in L'(U)
— fi, = f in LI(U)
2 re By (U) -
Beachte: U c R” offen, beschrankt, U Lipschitz. Dann folgt (Rademacher)

duBere Einheitsnormale v existiert H"!-f.ii. auf oU (10)

Theorem 4.6 (Spur) Sei U c R" offen, beschriinkt, oU Lipschitz. Dann
(1) 3T : BV(U) —» LY (oU, H"1) linear, beschriinkt mit
/ fdiv pdx = —/ ¢-d(Df) +/ (p-v)TFAH™ ! VfeBV(U), e CHR") (11)
u u au

(2) Fiir f e BV(U) gilt:
lim If(y) - Tf(x)|dy =0 fiir H"1-fa. x e 0U (12)
=0 JB,(x)nU

und folglich

Tf(x)=lim fdy fiir H" -fa. x e U (13)
=0 JB,(x)nU

Die Funktion Tf(-) heifst Spur von f auf OU (Interpretation als Randwerte).

Bemerkung (i) fe¢ WLI(U) c BV(U): Tf mit Spur aus Sobolevtheorie identisch
(ii) feBV(U)nC(U): Tf = fl,,, H" L. (folgt aus (12))

(iii) ¢ in (10) nicht auf C(l) beschrankt (wie in Theorem 1)

(iv) f =11in (10), dann haben wir Gaufs:

/ div pdx :/ @-vdH" 1 VeeCl (14)
u ou
Theorem 4.7 Sei U c R" offen, beschrinkt, 9U Lipschitz, f; € BV(U), f, e BV(R"\ U).

Flx) = {fl(x) auf U B
fa(x) auf R"\U
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Dann ist f € BV (R") mit
IDfI(R") = [Dfi] (U) +[Dfo| (R U) + /au Tfi-TholdH" (15)
Folgerung 4.8 U c R" wie oben, dann:
(1) feBV(u), f:=fauf U und 0 auf R" ~ U = f ¢ BV(IR")
(2) U hat endlichen Perimeter in R" und [oU| (R") = H"1(oU) (wegen 1 € BV(U) ist
1y € BV(R") und [D1y| (R") = [y, dH"1)

Beweis von Theorem 7. Fiir ¢ € CJ(R") mit [¢| , <1 gilt

/ fdiv pdx = / fi1div pdx + / fodiv pdx
IR" u R\U

N
(10) _ _ _ - X ) | -
= /U(P d(Df1) /IR”\U(P d(Df>) /au(Tfl Tfo)g-vdH" 1 (%)
<|Df1‘(u)+|Df2|(u)+/au|Tf1—Tf2\d7-l”_1

— f ¢ BV(R") und ‘Dﬂ (R™) < r.S.in (x).
Zeige Gleichheit:

Rjdivgodx T’Z:”“—/Rn(p-d(Df) Vo eCo

D7 () = DA (W),

Df|(R*~T) = [Dfy| (R« T) und

DF|@U) - | [T~ Thldw!
ou
= (14). ]

Ziel: Berechne |Df| (U) mittels Niveaumengen (f : R” — R Lipschitz = [, [Df|dx =
JrHHSf =t}dh)

Lemma 4.9 Sei f € BV(U), Ey == {x e U | f(x) >t} YVt € R. Dann ist t — |[0E;| (U) ist
mL-messbar auf R.

Theorem 4.10 (Coarea-Formel fiir BV-Funktionen) (1) Fiir f ¢ BV(U) gilt:
(i) Ey hat endlichen Perimeter in U fiir L1-fa. t € R
(i) Coarea-Formel

[o0]

DAW) - [ Bt 16)
(2) Sei fe LN(U) und [°_|0E| (U)dt < oo = f e BV(U).
Beweisskizze. (a) Zeige:

/ufdivgodx =/ ( : divqodx) dtvfeLY(U), p e COU,R"), @], <1 (*)
—o \JE,

Sei zundchst f > 0, dann

f(x) o0
f(x)= / 1dt = / 1, (x)dt fur fa. xe U
0 0
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und weiter

/ufdiV(pdx:/u(/ooollgt(x)dt)divq)dx
=/0°° (/u]lEt(x)divq)dx)dt
:/000( : divq)dx)dt

0
Flx) - /_oo(]lEt(x) 1)t

0
/fdivqodx:/ (/ divq)dx)dt
u —0o0 Et

Fir f = f - f~ = (+)
(b) (*) = [, fdivedx < [g|0E|(U)dt VfeLl, 9 €C}, ||, <1=2) und

IDfI(U) S/]R|Et| (U)dt fur f e BV(U) (%)

Fir f <0 f.4. folgt

und

(c) Zeige:

| i@t <priw)
erst fiir f e BV(U)nC>(U), da;on fur f e BV(U) = 1b) = 1a)
[
Theorem 4.11 (Einbettung) (i) 3c > 0 mit Hf”Lﬁ(]Rn) <c|Df|(R*) Vf e BV(R") und
folglich BV(R") - L#-1(R™) als Banachriiume.
(ii) Sei U c R" offen, beschrinkt, oU Lipschitz. Dann folgt
BV(U) < La-1(t)
BV(U) < LI(U)V1<q<i5

Beweis. zu (i) Sei f € BV(]R”)ThEIn ka e (BV(R") nC>(R")) ¢ WL(R") mit f — f in

LY(R"), Dfi| (R") - [Df| (R") (*)
= (eventuell mit TF) fy(x) - f(x) f.ii. auf R”
IDfil(R™)

n-1 n-1
— HfHLn—’_ll(Rn) = (/]R" |f (x)[1 dx) slirr}cinf(/]Rn | fie(2) [T dx)

- limin | ], " climinf Dl (R)

-T(IR™)

@ eipf| (RM)
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Theorem 4.12 (Isoperimetrische Ungleichung) Es existiert ¢ > 0 (abhiingig von x) mit
L"(E)'% < c|9E|(R™)
fiir alle E c R™ beschrinkt mit |0E| (R") < oo (d.h. endlicher Perimeter in R").

4.4 Reduzierter Rand

Sei E c R” mit 1 € BV},.(IR") (d.h. lokal endlicher Perimeter in R")

Zur Erinnerung: [0E| (U), ve(x) = —o(x) (vgl. Theorem 1).

Definition Der reduzierte Rand 0*E von E ist die Menge aller x € R"” mit
(i) [9E|(Bs(x))>0Vr>0

() tim . ve(y) RE| () = v(x)
70 JB,(x)
(iii) [ve(x)|=1
Bemerkung (1) Theorem 1.28 — (ii) gilt |0E|-f.4. auf R”
(2) Theorem 1 = (iii) gilt |0E|-f.ti. auf R”
— PDE[(R"\3*E) =0, (17)
d.h. |0E| hat nur auf 0*E Masse. Setze fiir x € 9*E, r > 0:
H*:={y e R": (vg(x),y —x) ; 0} Halbraume
H(x)=H"(x)nH (x) (18)
E/(x)={yeR":x+r(y-x) € E} (blow up)

Theorem 4.13 (blow up) Sei E c R” mit 1 € BV,,.(R"), x € 9*E. Dann
r—0 .
1g, (x) — Ly-(x) in L, (R™).

loc
Interpretation: Fiir r > 0 klein wird E n B,(x) durch H™ (x) n B,(x) approximiert und vg(x)
kann als duflere Normale an E angesehen werden, H(x) als Tangentialebene.

Folgerung 4.14 Fiir x € 0*E gilt:

L"(By(x)nEnH*(x)) L"((By(x)NE)nH (x))

(a) lim =0 und lim =0
r—0 rh r—0 T
(b) limM =1 (wy,—1 Volumen von B1(0) auf R")

r—0 wn_lr”‘l

Definition Der Einheitsvektor vg(x) mit a) heifst mafitheoretische Einheitsnormale
von E in x.

Theorem 4.15 (Perimeter-Maf) Sei E c R" mit g € BV},.(R"). Dann ist
|0E| = H" 1 L 9"E.
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Erinnerung: d.E = {x e R": 0 < dens4(x) < 1} ist der mafitheoretische Rand.

Satz 4.16 Fiir E c R" mit 1g € BV ,.(R") gilt
(a) 0*E c 04E
(b) densg(x) =% x € 9*E
(c) H"1(0.EN9*E) =0
(d) H"1(9,EnK) < oo YK c R" kompakt
(e) Fiir H"-fa. x € 0.E existiert eindeutig eine mafitheoretische Einheitsnormale vg(x)

Theorem 4.17 Sei E c R" mit 1g € BV,,.(R"). Dann
/ divgdx = / @-vedH" ! Ve Ci(RY)
E 3.E

Beweis. Es gilt

/divqodx=/ 1gdiv ¢ dx Thénl/ ¢-ve(x)d|dE|,

E R™ R™

wegen |0E| = H"~1 L 9*E nach Theorem 14 und wegen Satz 15 folgt |0E| = H"1 L 0,E.
Damit folgt die Behauptung. |

4.5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

Motativation: u : () c R” - R", () offen, beschrankt, 0() Lipschitz, 1 < p < co. Wollen
E(u) := / IDuff dx — min wo u e W'7(Q), u = 0 auf 9Q) (1)
(@)

mit Nebenbedingung: G(u) := / lul” dx = 1 (Variationsproblem).
Q

Existenz: Fiir jedes p € (1, o) existiert Minimallosung i von (1).
Notwendige Bedingung: Langrangesche Multiplikatorenregel in schwacher Form lie-
fert:

3/\>0:/|Dﬁ|p2Dﬁ-Dvdx—A/|ﬁ|p2ﬁvdx:0 verg'f’(Q) (2)
0 0

(V w|f = pw|f ! %, (E'(i#) - AG'(#),v) = OVU)

v =1 liefert: E(i1) -A G(i1) =0 = A = E(i1). Falls @ glatt, folgt
—
-/ (div [Daf*Da - A’ a) vdx=0 YoeW,"(Q)cCF(Q)
(@)
Also
~div [DafP *Di = Alaf i auf Q )
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ist eine partielle Differentialgleichung im distributiven (schwachen) Sinne.
Regularitit: 7 ¢ C1#(Q)) fiir ein a € (0,1)

Spezialfall p =2: 1 ¢ C>*((}), d.h.

(2) <= [-Bu = Aujauf O

ist ein Eigenwertproblem fiir den Laplace-Operator.
Notation: Apu := div [Du/’ “2Du heifit p-Laplace-Operator.

(2”) heifst dann Eigenwertproblem fiir den p-Laplace-Operator (insbesondere nicht li-

near!)

Suchen: «Sattelpunkte» = kritische Punkte (E’(u) - AG'(u) = 0). Beachte Symmetrie:
E(u)=E(-u), G(u) = G(-u).

== Theorie kritischer Punkte mit Symmetrie (Ljusternik-Schmirelman-Theorie) lie-
fert Folge (uy) von Sattelpunkten von E bzgl. {G(v) =1}.

= es gibt eine Folge von Eigenlosungen uy, Ay > 0, ~Apuy = Ay |uk|pf2 uy auf () mit
Ag = 00 (1< p < o0).

Grenzfall p=1 Eigenwertproblem fiir 1-Laplceoperator
E(u) = / IDu|dx - min!, W'(Q), u = 0 auf 90
O

NB: G(u) :/ lu|dx =1
o)

Schwierigkeiten:
Existenz:
WL1(Q) nicht reflexiv = bisherige Methoden nicht anwendbar
Eigenlosungen uf «konvergieren» fiir p — 1 gegen Indikatorfunktionen u =
L1 ¢ WI(Q) (C$O)

l
= keine Existenz in W1'1(Q)) und Schwierigkeiten mit Randbedingungen!

notwendige Bedingung ‘B—Z‘, ﬁ

= grofierer Raum fiir Existenz

nicht definiert fir 1!
— allgemeinere Methode fiir notwendige Bedingung

Vorbetrachtung Betrachte Vektorfelder z € L>°((),IR") mit «guter» Divergenz. Sei
Q) € R" offen, beschrankt, 0Q) Lipschitz. u € L°((),R") hat distributionelle Divergenz
in L7(Q)), 1 < g < oo, falls g € L7(Q)) existiert mit

/Z-Dgodx:—/divzgq)dx Vo e Cy(Q) 3)
o)
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Notation Divz=g, L7°(Q) = {z € L*(Q,R") | Divz e L1(Q)} (4)

Satz 4.18 Sei () c R" offen, beschrinkt, 0Q) Lipschitz, z € L;"(Q, R"™), 1 < g < oo. Dann

existiert die so genannte Normalenspur von z
[z,v] € L% (0Q2) mit [z, V]| (a00) € 2] 1o (5)
und

/uDivzdx+/z-Dudx:/ [z,v]SudH" ! Yue W' (Q)nLI(Q), (6)
Q O o)

wo Su der Spuroperator von u.
Beweis. Siehe online: Kawohl und Schuricht. |

Frage Kann (6) auf BV-Funktionen erweitert werden? Problem 2. Term.

Satz 4.19 Sei Q) c R" offen, beschrinkt, 0Q) Lipschitz, u € BV(Q), z € L;?(Q,R"). Dann
existiert ein Radonmaf (z, Du) auf Q) mit

/ uDivzdx+/ d(z,Du) = / [z,v]SudH" ! (7)
) 0 0 a0
Fiir beliebige () c ) offen gilt:

|| 0dDw)| < gl fzlimgey [ dDul YpeCr(e)

‘/ d(z,Du) </ d|(z,Du)| € HZHLOO(Q)/ dDu| VO eB(Q) Borel
Q Q @)

Beweis. Siehe: Anzelotti, Kawohl und Schuricht. [

Eigenwertproblem fiir 1-Laplaceoperator

E(u) ::/Qd|Du|+/aQ

G(u) = /Q | dx =1

hier sei stets: () c R” offen, beschrankt, 0() Lipschitz.

an df}_[?l—l
[
=Su

> min! (1 eBV(Q)) )

Beachte Oberflachenintegral in E aber keine Randbedingung — ist dquivalent zu

verallgemeinerter Randbedingung, denn sei

u(x auf Q) m 4.
n(x) = () T 22 7 e BV(RY)
0 auf R"\ Q)

und
Dit| (R = [Dul (Q) +/ 12 dH 1 = E(u)
00
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somit ist folgendes Problem dquivalent zu (8):
Fo)= [ diDol mint (o¢BV(R) ®) [ouEce’
RVI

/ lv]dx =1, v(x) =0 f.4. auf R" ~ Q)
R

(verallgemeinerte RB bleibt unter L!-Konvergenz erhalten!)

Frage Existenz einer Minimallosung?

Theorem 4.20 Q) wie iiblich, dann besitzt (8') eine Minmallosung.

Beweis. Zeige, dass (8") Losung v besitzt, dann ist Losung von (8). Offenbar exis-

Vg
tiert zuldssige Funktion

0 sonst

== 3 Minimalfolge (v,) c BV(R") mit lim,, F(vy,) = infyegy(rr) 1. F(0) < 00
Poincar

== (v,) beschrankt in L1 (R"), wegen RB und Lt - L1(Q) ist (vn|Q) beschrankt
in L1(Q)
- (vn|0) beschrankt in BV(Q)) (beachte: v,

Thm 425 (eventuell fir TF) v,

|, € BV(Q))

| = © € BV(Q) in L1(Q). Identifziere v mit zugehoriger
Nullfortsetzung auf R"
= v, - v in L}(R")

— [gn0]dx =1, v(x) = 0 f.ii. auf R" \ Q) (d.h. v zuléssig)

T 222 () = Dol (R?) < lim inf [Do,| (R") = F(v,) = inf, F(0)
= v ist Minimallosung von (8") ]

Frage Notwendige Bedingung, Euler-Lagrange-Gleichungen?

Schwierigkeiten:
Struktur von BV* unbekannt
E,F,G nicht differenzierbar

Ausweg Nichtglatte Analysis Durch Trick reicht konvexe Analysis fiir nichtkonve-
xes ~ liefert i.A. unendlich viele ELG!
Offenbar BV(0Q) c L#1(Q), (L#1(Q)) = L"(Q)
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Erweiterung von (8) auf X := L#1(Q)
E(u) JodDul+ foq [u9C|dH*1  fiir u e BV(Q)
u) =
+00 fur X -BV(Q)

©)

G(u) = / |u|dx wohldefiniert auf X
QO
Fiir (belibige) konvexe Funktionen E : X - Ru {oo} (X-B-Raum) definiert man das
Subdifferential dE(u) in u € X durch
0E(u):={e* e X" |(e*,v-u)<E(v)-E(u)Vve X} (10)

Hinweis (10) impliziert leicht E(vp) = min,.x <= 0 € dE(ug)

Beachte (8) ist Problem mit NB, d.h. Lagrange Multiplikatorenregel erforderlich!
Offenbar gilt fiir E, G aus (9):

E,G: X » Ru{oo} konvex, 1-homogen (E(tu) = fE(u)) (11)
E(v)>0,G(v)>0 VYov=0

Satz 4.21 Seien E, G (bel.) Funktionen auf (bel.) Raum X mit (11) und E(u) = mingy)-1 E(0).
Dann ist AdG(u) c 0E(u) fiir A :== E(u) >0, d.h. Vg* € 0G(u)Ie* € 0E(u) : e* = Ag*.
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