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Bezeichnungen und Definitionen aus der Analysis

Betrachte R" (n > 2) mit dem Standardskalarprodukt
X1 n
(x,y)=> xiy;, wox=|: |,y=]:
i<n
Xn Yn

und euklidischer Norm |x| =/(x,v).

Zwei geordnete Basen B = (by,...,b,) und B = (by,..., En) heifSen gleich orientiert, falls die
Ubergangsmatrix S von B nach B eine positive Determinante besitzt, d.h.
E] = Zsl‘jb,‘, S= (Sij)i,j/ detS >0
i<n
Eine geordnete Basis heifst positiv orientiert, falls sie gleich orientiert ist, wie die Standardba-
sis des IR".

Zur Differentiation im R”

Bezeichne L(R",R™) := {f : R" - R™ | f linear }. Dies ist in nattirlicher Weise ein n - m-

dimensionaler R-Vektorraum.

Sei U c R" offen. Eine Abbildung f : U - R" heifit differenzierbar in xo € U, wenn
LR gm SO f0) L x|
X—X0,X+XQ ||x = X0 H
Schreibweise daftir: | f(x) — f(x0) = L(x —x0)| = o (J]x — x0]) fiir x — xo.
Falls f differenzierter in xo, ist diese lineare Abbildung L eindeutig bestimmt und wird mit
Dfy, bezeichnet. Dfy, heifit das Differential von f in x.

Es gilt (vgl. Analysis):
(a) Falls f : U - IR" in x( differenzierbar ist, dann ist f in x( stetig.

(b) Falls die partiellen Ableitungen in U existieren und stetig sind, dann ist f differenzierbar.

f € C" heifdt f ist r-mal stetig differenzierbar (d.h. alle r-fachen partiellen Ableitungen existie-
ren und sind stetig). Gilt f € C’, so sind die partiellen Ableitungen bis zur r-fachen Ableitung
vertauschbar.

Fiir A c R" beliebig, bedeutet f : A - R™ e C¥, dass es U c R" offen mit A c U und f: U —» R™
gibt mit f € C¥ mit 7‘14 = f. Fiir f = (f1,..., fu)T definiere
oh oh

X1 oxi|, T x|y X1

Df| | i |= afs afs .
m m

Xn a—xl y 3%, ; Xn

J£(u) Funktionalmatrix, Jacobi-
Matrix von f an der Stelle u



Kettenregel in der Schreibweise Seien U c R" offen, f : U - Rk, g: RF - R™, f, g€ Cl,
u € U. Dann gilt

D(go f)u=DgfuyoDfu

af

Partielle Ableitung Fur f(xy,...,x,) definiere FP

i

= Dfy(e;) € R™, wobei ¢; der i-te Stan-

u

dardbasisvektor.
Fiir e e R"” mit |le| =1 ist Df,(e) die Richtungsableitung von f an der Stelle u in Richtung e.

Satz iiber Umkehrfunktion Sei f:U -~ R" € C" (1 <7< o), U cR" offen und Df, : U -~ R"
bijektiv, dann gibt es offene Umgebungen U c U von u so, dass f ‘JZI(U) bijektiv ist und (f ‘)71 €
C" ist und

D(f["), =D

Definition Sei U c R” offen, f : U —» R™ € C! und m > n. f heifdt regulér in u € U, falls Df,
injektiv ist. f heifst regular, falls f in allen u € U regular.

fu)

Es sind dquivalent, fiir f € C!
(i) f reguldrin u
(ii) rgDfu =n
(iii) die partiellen Ableitungen g—ﬂu sind linear unabhéngig

Seien U, V c R" offen, f : U — V heifit ein Diffeomorphismus, falls f ¢ ct, bijektiv und

reguldr ist.



1 Differentialgeometrie I

I Kurven im R”

1 Lokale Kurventheorie (Frenet-Kurven)

Definition Eine parametrisierte (C-)Kurve ist eine k-mal stetig differenzierbare Abbildung
c: I - R" (k>1), wo I ein Intervall. Die Kurve heif3t regulir, falls ¢(t) := %(t) #0furalletel.

Definition Eine regulire Parametertransformation ist eine bijektive C!-Abbildung ¢ : [ — I’
(I, I' c R Intervalle) mit ¢(t) # 0 fir alle f € I.

Sie heifst orientierungserhaltend, falls ¢(t) > O fiir alle f € I, bzw. orientierungsumkehrend,
falls ¢(t) <O fiir alle t € I.

Definition Eine regulire Kurve ist eine Aquivalenzklasse von reguliren parametrisierten
Kurven unter orientierungserhaltenden reguldren Parametertransformationen (dass dies wirk-

lich eine Aquivalenzrelation definiert, ist leicht zu zeigen).
Interpretation: ¢(t) Momentangeschwindigkeit, [¢(¢)| Betrag der Geschwindigkeit.

Beispiel Betrachte
(t1°,0) furt<0
c(t) :=
(0,t19) furt>0

ist eine parametrisierte C%-Kurve, aber nicht regular (fiir ¢ = 0).

Um solche «Knicks» zu vermeiden, betrachten wir im Folgenden nur reguldre parametri-

sierte Kurven. Schreiben kurz: Kurve.
Definition Die Liange einer parametrisierten Kurve c: [a,b] - R" ist definiert als
b
L) = [ et
a

Bemerkung Es gilt
£(6) =sup {3 Ie(t) - 0]

i=1
Das wire der angemessene Langenbegriff auch fiir ¢ € C° (also singulér), wobei dann auch der

ne]N,a=t0<t1<...<tn=b}.

Wert oo moglich ist.
4
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5 Lokale Kurventheorie (Frenet-Kurven)

Definition Eine Kurve c¢ : I - R" nach Bogenlidnge parametrisiert, falls |¢(f)| = 1 fiir alle
tel

Satz 1.1 Jede requlire Kurve c : [a,b] — R" lisst sich nach Bogenlinge parametrisieren.

Beweis. Seil = fgb |e(t)| dt. Definiere

t

s+ [a,b] > [0,1], 5(t) ::/ﬂ é(v)] dr,
Dann ist offenbar s(t) = |¢(t)| > O fiir alle ¢ € [a,b]. Also ist s bijektiv, reguldr, orientierungs-
erhaltend und s € Cl. Also gibt es die Umkehrfunktion ¢ := s! mit den selben Eigenschaften,
somit ist ¢ eine orientierungserhaltende Parametertransformation.

co@:[0,I] > R" ist nach Bogenldnge parametrisiert, denn
_ cg(s0)) _ ¢(g(s0))

8(e(s0))  le(o(so))]”
also |(co@)*(so)| =1 fur alle s € [0, ]. ]

(co@)*(so0) = ¢(@(s0))¢(s0)

Lemma 1.2 (und Definition) Seic: I — R" heifit eine Frenet-Kurve, falls c € C" und ¢(t),¢é(t), ...,
¢V (t) linear unabhingig sind fiir alle t € I. Das begleitende Frenet n-Bein ey, ...,e, : I - R" ist
dann eindeutig bestimmt, durch folgende Eigenschaften fiir alle t € I:

(i) (el(t), ...,en(t)) sind eine positiv orientierte Orthonormalbasis.

(i) Fiirallek=1,...,n -1 ist Lin {e;(t),...,ex(t)} = Lin {¢(¢),...,c®) (£)}.
(iii) (c®(t),ex(t)) >0 fiirk=1,..,n-1.
Ferner gilt: Falls c e C™ (m > n), dann ist e; € C" " und e, e C" 1+,

Beweis. Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren:

_ <)
RO
) = D=, D)er ()
EOREORIOE0]
O~ S (OO eO)et)

)= [e®(®) = Sickr (B (1), (1)) ei (1)

Der letzte Vektor ist eindeutig bestimmt durch (i). Die Differenzierbarkeitsordnung ergibt sich
aus der Konstruktion. |

Bemerkung Fiir n = 3 ist e3 = e1 x e5. Allgemein gilt:

n
en =y det(eq, ...,e4-1,b;)bj,
i=1
wobei (by, ..., b, ) die Standardbasis des R" sei.

Satz 1.3 (und Definition) Sei ¢ : I — R" eine Frenet-Kurve und ¢ € C™ (m > n) mit Frenet n-Bein
e1,...,en. Dann gilt fiir x; : I - R

1 . e .
Kj = H<ei'ei+l> eC™ 1 (i=1,.,n-1)
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und «1,...,ky—2 > 0. Als Matrix geschrieben

4 0 K1

T T
e e

! N !

: = |l¢]l . y N
ezl" . n-1 33{

K1 O
d.h. é; = ||¢| (—xj_1ei-1 + Kiej1) fiir i =1,...,n, wobei kg := 0 und x,, := 0.
K; heif$t die i-te Frenet-Kriimmung und die Gleichungen heiffen die Ableitungsgleichungen. Die
1. Frenet-Kriimmung xq heifit auch Kriitmmung von c. Im Fall n = 3 heifit T := «x; die Torsion von c.

Beweis. Fiir jedes i < n—1 ist ¢; € Lin{¢,....cD} (t € I), also (&, ei.2) = ... = (é;,e,) = 0. Die
Schiefsymmetrie der Matrix folgt daraus, dass (ej, ..., e, ) eine ONB sind:
(eirej) = 0ij == (éie;) + (ei, &) = (éi ) = — {eir¢))

Damit gilt die Gleichung mit «; := ”17” (é;,€i11). Wegen c e C™ gilt ¢; € C"71; ¢;,1 € C" 1 folgt
K; € cm-i-l,
Zeigen noch x; > 0 fir i <n—-2:

= ¢ _ (ei, c(i)>ei e Lin{ey,...,e;i.1}

= (D) _ (ei,c(i)>. e — (ei,c(i)>éi eLin{ey, ... e;}

- <C(i+1),€i+1> - <€i,C(i)> (éi,eis1) =0

("D, ei1)

= ||¢|| x; = (é;,€i41) = > 0 nach Voraussetzung (beachte i < 1 —2).

Definition Der j-dimensionale Schmiegraum von c an der Stelle t (oder durch c(t)) ist der

j-dimensionale affine Unterraum
c(t) +Lin{ei(t),....ej(t)} (1<j<n-1).
Fiir j = 1 heifst er Tangente, fiir j = 2 Schmiegebene, j = n Schmieghyperebene.
e1(t) heiflt Tangenteneinheitsvektor, e;(¢) Hauptnormalenvektor. Im Fall n = 3 heift
es(t) = e1(t) x e2(t) Binormalenvektor.
Andere tibliche Bezeichungen: 7(t) =ei(t), n(t) = ea(t), b(t) = e3(t) = T(t) x n(t).

Satz 1.4 (Invarianz unter Umparametrisierungen) Sei ¢ : I - R" eine Frenet-Kurve, ¢ : [ — I €
C" eine regulire Paramtertransformation. Seien ¢ = c o @, e;(t) bzw &(t) und x;(t) bzw. &;(t) die
begleitenden n-Beine und Kriimmungen von ¢ bzw. ¢ Dann gilt fiir alle t € I:

a) Falls ¢ orientierungserhaltend

gj(t) =ej(p(t)), i(t) = xi(@(t))
b) Falls ¢ orientierungsumkehrend
&i(t) = (~1)e;(p(1)) fiir j < n, &;(t) = k(9 (1)) fiir j<n -2,
n(t) = (D) len(p(0), Rt = (D)E Nk (1)
Beweis. a) und b): Sei ¢ = co @, é(t) = ¢(¢(t))¢(t), also

by = SO o) o)

o(t)
O] TelemyTTo] ~ @)

4l
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7 Lokale Kurventheorie (Frenet-Kurven)

Durch Induktion folgt fiir j = 2,...,n — 1 &0 (t) = (c(j ) (p(1))) (¢(t))/ und Linearkombinationen
aus (c"(i)(q)(t))) firi=1,..,j-1, also fiir ¢ orientierungserhaltend &;(t) = ej(¢(t)) firj=1,...,n
und ®;(t) = x;(¢(t)). Fiir ¢ orientierungsumkehrend &;(t) = (—1)jej(go(t)) furj=1,.,n-1.
Wegen &y, ...,&, und ey, ...,e; positiv orientiert muss die Gesamtzahl der Vorzeichenwechsel
gerade sein, also &,(t) = (—1)[3Jen((p(t)), dal,..n-1genau [%J ungerade Zahlen enthalt.
Nach den Frenet-Gleichungen folgt fiir j # n -1 (oder fiir orientierungserhaltend)

I SO {lejo)* (D), (ejrio@)(D) ¢(t)
5O = T O ®) = =0T Te]
Ae()(e®) eja(e(h)) (9(1)?
i [e(p(D)] o - o)
Falls ¢ orientierungsumkehrend, also ¢ < 0 ist
=-1
- (1) ewr(o(1), (DElen((0)) Bty
T le(o(t))] lo(H)]
= (-DF e (p(1))
= DBl (o(1)),
wegen | 2| =2n-[%]. n

Satz 1.5 (Invarianz unter Isometrie des R") Sei c : I — IR" eine Frenet-Kurve mit Kriimmungen
«; und Frenet n-Bein (eq,...,ey) und B : R" — R" eine Isometrie, d.h. B(x) = Ax+u mit A ¢
O(n) orthogonale Abbildung, u € R" Translation. Sei ¢ = Boc mit Kriimmung &; und Frenet n-
Bein (éy,...,8n). Dann gilt &; = Ae; fiiri =1,..,.n-1, & =x«; fiiri=1,..,n-2, &, = (det A)Ae,,
K1 = K1 det A.

Bemerkung Es gilt det A € {1,-1}. Fiir det A =1 ist A € SO(n), d.h. B ist orientierungserhal-
tend.

Beweis. (Boc)*(t) = Aé(t), (Boc)W) = Acl), woraus sofort folgt ¢j=Aefiri=1,..,n-1,also
(da A orthogonal ist)

oo (AG(D), Aeia (B))  (éi(t), i (D))
5 = ac)] O

Alles Weitere genauso, klar. [

Feststellung 1.6 Sei ¢ : [ - R" eine Frenet-Kurve und A > 0. Dann haben c und ¢ := Ac dieselben
Frenet n-Beine und es gilt &; = %Ki.

Beweis. ¢; = ¢; Klar. Haben

0 & 0 x
) el (&) (e : ef
oK1 . . . T BtsS BN .
Alle]l . %y =i =)= . - N
%e n_ ) ‘e —
i ex) \e&n) \en " \en
—Kn-1 0 —Kp-1 0

also %; = %Kl'. [
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Satz 1.7 (Hauptsatz der lokalen Kurventheorie) Seien «xi,...,x, : [ - R € C*, xq,...,k,2 > 0
und sg € 1. Sei €9, ..., €% eine positiv orientierte ONB des R" und q° € R". Dann gibt es genau eine
Frenet-Kurve c : I - R" mit folgenden Eigenschaften:

(i) c(s0) = ¢°

(ii) Sei ey, ..., e, das Frenet n-Bein von c, dann ist e1(sg) = e‘l), ,en(so) = e?l.
(iii) x1,...,ky—1 sind die Frenet-Kriimmungen von c.

(iv) c ist nach Bogenlinge parametrisiert.

Beweis. Die lineare Matrix-Differentialgleichung

0 K1
E-KE K:=| "
Kn-1
—Kn-1 0
(komponentenweise 72 lineare Differentialgleichungen mit n? gesuchten Funktionen einer Va-
riablen) hat genau eine Losung E auf [ mit
e1(x0)" e(fT

1] o
€n (XO) €n
Anfangswertproblem fiir (homogene) lineare Differentialgleichungssysteme. Die e, ..., e, sind
dann C*. Definiere

c(s):=q"+ /S e1(o) do,

So
dann ist ¢ : I - R" eine C*-Kurve mit ¢(s) = e1(s) und c(sp) = q°. Da ¢; eindeutig be-

stimmt aus den Bedingungen, ist auch c eindeutig bestimmt mit dem Anfangswert c(so) = ¢°,

[¢(s)] = llex(s)]-

Zeigen als nidchstes  e1(s),...,e,(s) ist das Frenet n-Bein von ¢ (an der Stelle s)
Es gilt
(EET)* = EET + EET
= KEET + E(KE)T

K=K g (EETY - (EET)K,

Dies ist ein lineares Differentialgleichungssystem fiir EET =: X, namlich

X = KX - XK,
und wissen: E(s9)ET(sg) = I (Einheitsmatrix) nach Voraussetzung. Also ist X(s) := I eine
Losung des AWP X = KX - XK und X(so) = I. Aus der Eindeutigkeit der Losung des AWP
folgt X(s) = I = E(s)E”(s), also ist die E(s) eine orthogonal, also e;(s), ..., ¢, (s) eine ONB.
Insbesondere ist [¢(s)|| = [e1(s)| = 1, d.h. ¢ ist nach Bogenldnge parametrisiert und e; der

1-Vektor des Frenet n-Beins. Sei schon gezeigt, dass e, ..., ¢x die ersten k-Frenetvektoren von ¢



1rven-08

1irven-09

9 Lokale Kurventheorie (Frenet-Kurven)

sind fiir k < n - 2. Dann ist
ck) = > <c(k),ei> e;, also
i<k

) = (c(k),ek> Kr ery1 und Linearkombinationen der ey, ..., e,
——
>0

—_———
>0

wegen 6y = K41 — Kn—16k—1. Also ist ex,q der (k +1)-te Frenetvektor von c. Das gilt auch fiir e,
denn ey, ..., e, ist eine ONB und (e1(s),...,e,(s)) ist positiv orientiert, da det(e1(s),...,ex(s)) =
det(é?, ...,¢%) = 1 nach Voraussetzung. Also ist det(e; (), ...,ex(t)) =1, dain {-1,+1}, det stetig
und I zusammenhéngend. Nach Definition der Kriimmungen von c ist klar (wegen E = KE),

dass die Frenet-Kriimmung von c tatsdchlich die gegebene Funktionen «j, ..., x,, sind. |

Bemerkung Der Satz gilt auch, wenn man in der Voraussetzung statt x; € C*°, x; € C"7"!

voraussetzt mit m > n und erhélt in der Behauptung c € C" (vgl Satz 1.3).

Feststellung 1.8 (a) Seic: 1 — R? eine Frenet-Kurve. Dann Qilt k=% = %Hcf)
(b) Sei C: I - R eine Frenet-Kurve. Dann Qilt K :=%; = % und die Torsion T := K, = %
Ferner gilt:
T=€1=L.,B=€3=$,N=€2=€3><€1=BXT.
] [exé]
Beispiel Die Schraubungen
cost —sint 0 0
Si(x)=]sint cost O|x+f|0
0 0 1 h

bilden eine 1-Parametergruppe von (orthogonalen) Bewegungen, d.h. S;_; = S;S;. Die Bahn-

kurve eines Punktes, der nicht auf der Achse liegt, heifst eine Schraubenlinie, z. B.

r rcost
S:10]=]|rsint|, mitr>0.
0 ht

Kurve:
c(t) = (rcos t,rsin t,ht)
Wegen der Bewegungsinvarianz von xi, x; = T wissen wir (Satz 1.5) ohne Rechnung, dass x

und T konstant sein miissen. Einsetzen in Proposition 1.8 ergibt (nachrechnen!)
h

r2+h2

Zu gegebenen Zahlen « > 0 und 7 kann man r und & bestimmen

r
K(t) = m und T(t) =

1
K2+ 12 = >
r2+h
also
T
r=———-3 und h:ﬁ.
K24+ T K24+ T

Aus Satz 1.7 (Eindeutigkeit) und 1.4 und 1.5 Invarianz-Eigenschaften folgt

Corollar 1.9 Die Raumkurven mit konstanter Kriimmung x > 0 und T sind genau die Schrauben-

linien t ~ (r cost,rsin t,ht) mit r = ' und h = 77— (bis auf Umparametrisierung, eigentliche
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Bewegung und Auswahl eines Definitionsintervalls). Dabei ist T = O (ebener) Kreis, als Spezialfall einer
Schraubung, zugelassen.

Bemerkung Allgemeiner im R*" gilt: Die Frenet-Kurve c : [ - R*" mit
c(t) = (r1 cos w1ty sinwqt, ..., ¥y COS &y t, Ty SIN ocmt)

hat konstante Kriimmungen «, ..., kK2y,-1 (*1, ..., ¥m > 0 beliebig, a1, ..., x, > 0 paarweise verschie-
den).

Beweis mit 1.5 ¢(t) ist die Bahnkurve des Punktes (11,0, 7,0, ..., rm,O)T unter der 1-Parameter-
gruppe
coswis -—-sinags 0
sinxys CoOS®qS
Bs : R*™ - R*": By(x) := X
cos®1S -—sinwaqs
sinmisS CoOS®1S

und es gilt
Bsit = Bs o By, Bs(c(t)) = c(s+1).

[ ]
Erinnerung an Analysis - Landau-Symbole
f(x)=0(g(x)) fir x - xo bedeutet }Lr% f{jgi =0.
f(x) = 0(g(x)) fir x - xo bedeutet, es gibt eine Umgebung von x, in der fx) beschriankt

g(x)

ist.

Wichtige Bemerkungen und Definition (Taylorentwicklung) 1.10 Sei ¢ : I — R® eine nach
Bogenldnge parametrisierte Frenet-Kurve. Dann gilt:

c=ey,

C=é1=K102,

. . . 2 .

¢ = (K1€2)° = K1e2 + K162 = K162 + k1 (Koe3 — K1€1) = (—K7)eq + K1e2 + K1KaKkes

Taylorentwicklung von c an der Stelle sg liefert:

c(s) = c(so0) +¢(s0) (s —s0) + %5(50)(5 ~50)% + %E(So)(s ~50)° +0((5-350)) fiir s > s
=c(sg) +e1(so) (s -850 — %K%(So)(s - 50)3)
+es(s0) (%Kl(so)(s—so)2+ %1‘(1(50)(5—50)3)

1
es(s0) (g1 (s0)Ka(50) (5 50)° ) +0 (s -50)°) fir s > so.
Sei sp = 0 und c(sg) = 0. In der 2. Approximation sieht c also aus wie die Parabel (t, %Kl(())tz)

in der Schmiegebene (e1,¢2)-Ebene.
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Die Projektion von ¢ auf die Schmiegebene (ej, e;)-Ebene «sieht also einer Umgebung von sy
aus wie die Parabel» (s, %KlsZ).

Die Projektion auf die (e;,e3)-Ebene, die rektifizierende Ebene, ergibt

s (s - Li2s3, %K1K253) +0(s%).

Die Projektion auf die (e, e3)-Ebene (also in Richtung e;), die Normalebene, ergibt

S (%Klsz + %1‘(153, 1K1K253) +0 (53) ,

die sogenannte Neil’sche Parabel.

Definition Sei c: [ - R" (n > 2) eine Frenet-Kurve, sg € I. Sei « := x1(sp) # 0. Dann heifSt der

Kreis u : [—%, %] - R" mit

u(t) = (C(SO) + %62(50)) + %sin(ict)el(so) + %cos(;ct)ez(so),

der Schmiegkreis an c an der Stelle sg. Er beriihrt die Kurve in so (bzw. t # 0) von 2. Ordnung.

Evoluten und Evolventen

Definition Sei ¢; : I - R? eine Frenet-Kurve. c, heifit eine Evolvente (oder Involute von c;,
falls fiir alle t € I gilt:

ca(t) liegt auf der Tangente an ¢; durch c;(t), und die Tangenten an c¢; und c; in c;(t) bzw.
c2(t) stehen senkrecht aufeinander.

c¢1 heifst Evulote von c,, falls ¢, eine Evolvente von ¢y ist.

Satz 1.11 Sei c; : I - R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Frenet-Kurve. Dann gilt:
a) Jede Evolvente c, von cq ist von der Form

c2(t) = c1(t) + (a-1)ée (),
wo a € R konstant.
b) Die durch a) definierte Kurve c, ist genau dann regulir, wenn a ¢ I und ¢, # 0 in 1.
c) Die Evolute co von ¢y ist eindeutig bestimmt und zwar ist co(t) der Mittelpunkt des Schmiegkreises
von ¢y in t. co existiert und ist requlire genau dann, wenn fiir die Kriimmung x von cq gilt:
k(t), & #0 fiiralle t € I.

Beweis. (a) c(t) liegt auf der Tangente von ¢ (t), also ist fiir eine Funktion A : [ - R
ca(t) —ea(t) = A(E)e(t),
also
Cr=c1+Aé
G =1+ Acy +AG] = (1+A)ég + Aéy.
Damit

0={¢1,é2) = (L+A) é1]* +A (e1, 1),
\VJ \...\,_-./
=1 Vgno

also A = -1= A(t) =a—t fireina e R.
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(b) Sei ca(t) = c1(t) + (a—1t)¢q1(t), dann ist
G(t)=(a-t)c1(t) #0<=a+tAc1(t) #0
(c) Ansatz co(t) = c1(t) + A(t)ex(t) (da co(t) —c1(t)Lcq(t), also ein Vielfaches von ey (t), wo ey,
k bzgl. c1). Dann:

Co = €1+ Aep + Aéy

¢y = —key = —ké1, daleér] 201,
also

¢o = (1-Ax)éq + Aey.
Wegen 0 = (¢o,¢1) = (1 - Ax) folgt A = 1/, also ist (notwendigerweise)
co=c1+ 162.

Es ist definiert, falls x # 0. co(t) ist also der Mittfelpunkt des Kriimmungskreises von c¢; an

der Stelle . AuSerdem

. . 1\* K
Co=Aex = (—) e =——e,
K K

also ¢o(t) = k(t) + 0.

Sei ¢y Evolvente von ¢1. Dann
@ .
le2(t) = e ()] = [(a=t)er ()] = a1,
also wichst oder schrumpft der Abstand von c;(t) zu c¢;(t) genauso wie die Lange c1(t). Man

nennt dann ¢, auch Fadenevolvente.

2 Globale Kurventheorie

Definition Eine (parametrisierte) C¥-geschlossene Kurve c : [a,b] — R" ist eine C*-Kurve, fiir
die c(a) = c(b) gilt und ¢ (a) = ¢ (b) fiir j = 1,..., k. Sie heift einfach geschlossen, wenn
c‘[a b) injektiv ist.

Bemerkung Eine CF-geschlossene Kurve lésst sich also zu einer (b - a)-periodischen Funktion

auf ganz R fortsetzen. Sei c : [a,b] - R" € C? regulir. Dann heifit e; : [a,b] — S"~ mit ¢; := |L

[e]
auch das Tangentenbild, wobei S" ! := {x e R" | |x| = 1}.

Wir erweitern die Definition von #;(t) fiir beliebige reguldre C2-Kurven durch [é(t)| =
[k1(H)][[¢(¢)]| und x1 >0 falls n > 3.

Fir n = 2 erhdlt man x; aus é; = x; |¢[ ep. Falls ¢(f) und ¢(¢) linear unabhdngig sind, ist
x1(t) = 0. Damit ist

b b
[ ol at= [lama
a a
die Lange des Tangentenbildes auf der Sphére S"~!. Diese Zahl heif3t totale Absolutkriim-
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mung von ¢ : [a,b] > R". Sie ist invariant unter Umparametrisierungen und Bewegungen.

Sei ¢ : [a,b] - R? € C? eine regulire ebene Kurve. Betrachte fiir s € [a, b]

s
0(s) = [ ra(e)lel

also ¢(s) = x1(s) [¢(s)|| = (é1(s),ea(s)). Wegen ¢(a) = 0 beschreibt ¢(s) auBlerdem den (orien-

tierten) Gesamtwinkel zwischen e;(a2) und e (s) (im Bogenmaf3 gemessen) auch unter Bertick-

sichtigung von Vielfachen von 27. ¢ ist eine Cf~!-Funktion, wenn c € C* (k > 2).

Definition Fiir regulidre ebene C>-Kurven c: [4,b] - R? heifit

b
7= [ o] &

die Umlaufzahl des Tangentenbildes, der Rotationsindex oder Tangentenumlaufzahl von c.

Feststellung 2.1 Sei ¢ : [a,b] — R? requliire C2-geschlossene ebene Kurve. Sei ¢® € S!, so dass
e1(t) = €° nur fiir endlich viele t € (a,b), sagen wir t1 < ty... < ty, und sei x(t;) # 0 fiiri = 1,...,m.

Dann gilt
1 b
o RIONEO) dt= ¥ sgr(h),
wobei
1 fiirx>0
sgnx:=1-1 firx<0
0 firx=0

Lemma 2.2 (a) Sei f : [a,b] — S' c R? stetig. Dann gibt es eine stetige Funktion ¢ : [a,b] - R
so, dass f(t) = (cos ¥, sin 19). Je zwei solche Funktionen unterscheiden sich nur um ein konstantes
Vielfaches von 27t.

(b) Sei T c R? sternformig bzgl. xo, d.h. fiir alle x € T liegt die Strecke xox in T). Sei f : T — S* stetig.
Dann gibt es eine stetige Funktion ¢ : T — R so, dass f(x) = (cos 9(x),sin l9(x)). Je zwei solche
Funktionen unterscheiden sich nur um ein konstantes ganzzahliges Vielfaches von 27t.

Satz 2.3 (Umlaufsatz von Hopf) Sei c : [a,b] - R? eine regulire einfach C*-geschlossene Kurve.
Dann ist der Rotationsindex von ¢ +1 oder -1, d.h.

b
=[x e dt’ 1

27

Beweis. Wegen der Invarianzeigenschaften (Sitze 1.4, 1.5) und da c (b - a)-periodisch C2-
fortsetzbar ist, konnen wir oBdA annehmen, dass c(a) = ¢(b) = 0 und c(t) = (x(t),y(t)) mit
y >0 fir alle t. Damit ist e1(a) = (1,0) oder (-1,0).

Setze oBdA voraus, dass e1(a) = (1,0) (sonst spiegele an der y-Achse, dabei kehrt sich das
Vorzeichen von x um, was die Behauptung nicht beeinflusst).
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Definiere T := {(s,t) |a<s<t<b}, F: T - S! durch

ct) ~c(s) )
W fur (s,5) € T, s # ¢
Fe= ||C'(.t() ||) fiirs = ,
cla ) )
“Te@y - L0 fir (st = (ab)

F ist wohldefiniert, da c|[a b injektiv nach Voraussetzung. F ist stetig: Klar, fiir (s,t) # (a,b),
s # t an diesen Stellen aber auch leicht zu sehen.

T ist sternformig (sogar konvex). Also konnen wir Lemma 2.2 anwenden: Sei ¢ : T — R die
nach Lemma 2.2 eindeutig existierende Funktion mit F(x) = (cos B(x),sin 19(x)) und ¢(a,a) =

0. Dann ist

t
me:ww=éx@>dea
Die Funktion

o)
Ha D= 1o

liegt wegen y(t) > 0 im oberen Halbkreis fiir a < t < b. Wegen &(a,a) =0ist 0 < 9(a, t) < 7, also
9(a,b) = . Betrachte ¢(s,b) mit

)
F&B) = 1eor

liegt im unteren Halbkreis, da c([a,b]) in der oberen Halbebene liegt.
Wegen ¢(a,b) = m ist also 7w < 9(s,b) <27, also ¢(b,b) = 27, also

b
/ k() [¢] ds = 271.

Weitere wichtige Sitze

Satz (Jordanscher Kurvensatz) Sei ¢ : [a,b] - R? einfach C>-geschlossen. Dann besitzt R*
c([a,b]) genau zwei Zusammenhangskomponenten eine beschrinkte und eine unbeschrinkte, die je-
weils c([a,b]) als Rand haben.

Satz von Schoenfliess Sei ¢ : [a,b] - R? einfach C%-geschlossen. Dann gibt es einen Homomdor-
phismus ¢ : R?> - R? mit ¢(S') = c([a,b]). ¢ bildet also die Kreisscheibe auf die von c([a,b])
berandete beschriinkte Gebiet ab.

Definition Ein Scheitel einer ebenen reguldren C3-Kurve ist ein Punkt mit «(t) = 0.

Satz 2.4 (Vierscheitelsatz von Mukhopadyaya (1909)) Eine ebene requliire einfache geschlossene
C3-Kurve hat wenigstens mindestens vier Scheitel.

Beispiel (i) Beim Kreis ist jeder Punkt ein Scheitel

(ii) Die Ellipse hat genau vier Scheitel.
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Satz (isopermetrische Ungleichung) Sei c: [a,b] - R? € C! einfach geschlossen. Bezeichne A den
Fliicheninhalt, der von c eingeschlossenen Fliche. Dann gilt: L(c)? > 4mA und «=» gilt <= c ist

Kreis.

Beweisidee. 1) Bilde die konvexen Hiille (falls vorher nicht konvex, wird A vergrofiert und
L verkleinert)

2) Steiner-Symmetrisierung einer Geraden g: Flacheninhalt bleibt, die Lange wird verkleinert,
falls die Kurve vorher nicht symmetrisch zu einer Geraden parallel zu g war.

3) Eine Kurve, bei der zu jeder Richtung eine Symmetrieachse in dieser Richtung existiert, ist

ein Kreis.

A

4) Maximum 7; wird angenommen.
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I Hyperflichen im R”, lokale Flichentheorie

3 Flachenstiicke und 1. Fundamentalform

Definition f: U — R" heifst ein parametrisiertes n-dimensionales regulédres C"-Flachenstiick
(r > 1) oder kurz eine C’-n-Flidche, falls U c R" offen, f ¢ C" und reguldr (insbesondere ist
dann m > n). Eine n-Flache im R"*! (m > n + 1) nennt man eine Hyperfliche.

Definition Sei f : U — R™ eine n-Fldche. Eine Parametertransformation ist ein Diffeomor-
phismus ¢ : V - U (wobei V c R" offen). ¢ heifst orientierungstreu (oder -erhaltend), falls
detDg, > 0 fiir alle v € V und orientierungsumkehrend, falls < 0.
f = f o ¢ heifit dann die durch ¢ aus f hervorgegangene n-Flache.

Definition und Bemerkung Wenn f, ¢ € C', dann ist f = fo ¢ € C". f heifit C"-dquivalent zu
f, wenn f aus f durch eine orientierungserhaltende C’-Parametertransformation hervorgeht.
Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge der C"-n-Flichen.

Df, : R" - R™. Dann ist T,f := Df,(IR") ein linearer n-dimensionaler Unterraum des R™
(f n-Flache). Betrachte Df |M : R" - T,f (Einschrankung im Bild). Dann heifst T,,f auch der
Tangentialraum von f an der Stelle u. Seine Elemente heilen Tangentialvektoren. T, f* or-
thogonale Komplement ((m — n)-dimensionaler Unterraum von IR") heifst der Normalenraum

von f an der Stelle u. Seine Elemente heiflfen Normalenvektoren von f an der Stelle u.

)

Definition (1. Fundamentalform) Sei f : U — R" eine n-Flache. Die erste Fundamentalform
von f auf T, f das Standardskalarprodukt des R™ eingeschrankt auf T, f

L(X,Y):=(X,Y) fur alle X, Y e T, f.
Die erste Fundamentalform von f auf R" ist

gu(x,y) = (Df],(x), D], () firr alle x, y < R".

Dies ist eine positiv definite symmetrische Bilinearform auf R".

of

g eeey axn

Definition Die natiirliche Basis von T, f ist (Df‘u(el), ...,Df‘u(en)) = (%

u

Andere Notationen I, Df-Df oder df - df.

Bei Parametertransformationen ¢ stimmt die 1. Fundamentalform von f auf T,,)f mit derje-
nigen von f = f o ¢ auf T, f iiberein, wo

Satz 3.1 (Invarianz der 1. Fundamentalform (bzw. Transformationsverhalten unter Bewe-
gungen und Parametertransformation)) Sei f : U — IR eine n-Fliiche.
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a) Sei B:R™ — R™ eine Bewegung. Dann ist auch f = Bo f eine n-Fliche und fiir §, 1. Fundamen-
talform von f auf R" gilt: g, = gu.

b) Sei ¢ : V — U eine Parametertransformation und f = f o . Dann gilt fiir &, 1. Fundamentalform
von f (auf R"):

$u(X,Y) = 8o(0) (D] (), Dg| (v)),
fiiralleveV, x,yeR".

Beweis. a) Sei A(x):= B(x)-B(0), A orthogonale Abbildung. Dann gilt:
§u(x,y) = (D(Bo f)u(x)),D(Bo f)u(y)))

= {DBj(u) (Dfu(x)), DBy(uy (Dfu(¥)))

(ADfu(x), ADfu(y))

= (Dfu(x),Dfu(y)) = gu(x,v),

also g = gu-
b)

Gu(x,y) = (D(f 0 9)u(x), D(f 0 9)u(y))
= (Df p) (Do (x), Df 0y (Do ()
=&o(v) (D¢o(x), Dey(y))

Die Strukturmatrix von g, ist
G(u) == (gij(u);; mit g;;(u) = gu(e;, )

d
- (D, e D11, e) - { 32

also gu(x,y) = x"G(u)y, G(u) = (Dfu) 'Dfy.
Die Matrix ( gi]-)i,j ist also sowohl die Strukturmatrix von g, bzgl. der Standardbasis auf R" als

of

ax]

auch die Strukturmatrix von I,, bzgl. der nattirlichen Basis Df ‘u(ei), i=1,..,nauf T,f.
Bemerkung Falls f € C", dann ist ¢ € C'"! in dem Sinne, dass Sij € crl.

Bemerkung Satz 3.1 b) in Matrixform (bzgl. der natiirlichen Basis) fiir f = f o ¢
" (8ii(0)),; () = §u(x,Y) = (o) (DPo(x), Dpo(y)) = X" (D )(8ii(9(2))Dpo(y) y

(8ij)ij
~ G(v) = Dy G(9(v)) Dy

Anwendung der 1. Fundamentalform zu Bestimmung von Linge, Winkeln und
Inhalten

Sei f : U - R"™ eine C" n-Fliche mit 1. Fundamentalform g,. Sei u : I - U eine reguldre
C’-Kurve, U c R" offen. Dann ist c = fou : I - R™ eine reguldre C"-Kurve

¢(ky) = d(f ) = D, ) (i(t0)) 20 Vigel
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und damit
lé(to) I = (¢(to), ¢(to))
= (Dfy (1) (11(t0) ), Dfy 10 (11 (t0)) )

= &u(ty) (ﬂ(to), L'l(t())).
Die Lange von ¢ im Bereich [a,b] c I ist also

b b
e dt= [ a0, i) at.

Fir uy,up : I - U mit ui(t;) = up(tp) reguldre Kurven ist der Schnittwinkel zwischen den

Bildkurven c; := f ouy, ¢z := f o up auf der Flache
(¢1(t), ¢a(t2))
ler(t) [ e2(t2) |
Sun(ty) (11 (F1), 12 (t2))
V& (1) (U (t1), 11 (£1)) Quy (1) (2(2), 112 (£2))

<(c1,¢p) = arccos

= arccos

Zum Flicheninhalt Sei V c U offen. Es soll der Flacheninhalt von f(V') (unter Berticksichti-
gung von Vielfachheiten bei bei Selbstiiberschneidung) definiert werden. Die lokale Flachen-

verzerrung wird durch Inhalt des Bildparallellogramms des Einheitswiirfels:
BULD

Problem Df, ist injektiv, aber nicht bijektiv (m > n!). Ergdnze durch eine ONB von T, f*,
sagen wir Nj(t),..., Nyy—n(1). Also

(Df(e1), ..., Dfu(en), N1 (1), ., Nm,n(u))T (Df(e), .., Dfu(en), Ni (1), .., Nou-u (1))

[ ii(w))ij O
O men ’

also ist

| det (Df(e1), ., Dfu(en), Ni (1), .., Nown (1) )| = \/det(gij(1)); = v/det G ().

Es ist somit sinnvoll den Inhalt von f(V) als

u(F(V)) = /V /detG () du

zu definieren. Wenn f(V') als Menge betrachtet wird, muss man voraussetzen, dass f ‘V (bis
auf Nullmengen) injektiv ist.

Definition Falls (g;);; = E, dann bleiben unter f Langen, Winkel und Inhalten erhalten. f
heifst dann eine Isometrie.
Falls (g;j(u));; = A(u)E, ist f winkeltreu und heifst dann eine konforme Abbildung.

Beispiel Die Inverse der stereographischen Projektion: R” — S" ¢ R, wo S§" = {x e R"*! |

|x|| =1} die Einheitsspéhre, ist eine konforme Abbildung.
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4 Die zweite Fundamentalform von Hyperflichen und Kriimmungen
Definition Eine Hyperfliche f: U — R"*! ist eine n-Flache (m = n +1).

Definition Sei f : U -~ R"*! eine Hyperfliche. Dann bezeichne N : U — S" ¢ R"*! die durch
folgende Bedingungen eindeutig definierte Abbildung

(i) IN(u)| =1, dh. N(u) € S" c R"1,

(i) (N(u),Dfy(e;))=0fiiri=1,..,n, dh. N(u) e (Dfy(R"))*
(iii) (Dfu(el), ...,Dfu(en),N(u)) ist positiv orientiert, d.h. det (Dfu(el), ...,Dfu(en),N(u)) > 0.
N heifst auch die Gaufi’sche Normalenabbildung von f oder Gauf3-Abbildung.

Es ist klar, dass N durch die Bedingungen eindeutig bestimmt ist und existiert (wegen Df,
injektiv). Ferner ist klar, dass aus f € C" folgt N e C'"!. Falls n = 2, dann gilt
N(u) - Dfuer) <Df(e2)
IDfuler) x Dfulez)]
Im Weiteren wird N € C! gebraucht, deshalb

’ Generalvoraussetzungen ‘

feC?%tn>2 Seif:U - R"™ eine Hyperflache, wo U c R" offen. N sei die Gauf’sche
Normalenabbildung, G(u) die Matrix der 1. Fundamentalform (fiir u € U).

Definition und Lemma Aus (N(u), N(u)) =1 fiir alle u € U folgt firi=1,...,n:

C3(N,N) _[aN ON
0= ou; _<8ui'N>+<N'aui>'

also

(o
aui ’

damit liegt DN, (R") c T,,f und wir haben DN|U :R" > T, f.

¥)-0

Definition (Weingartenabbildung, zweite und dritte Fundamentalform) (i) Die lineare
Abbildung L, := —DN|M oD f|;1 : Tyf - Tuf heifst die Weingarten-Abbildung (shape
operator) von f (auf T,f).

(ii) Die zweite Fundamentalform II von f (auf T, f) ist definiert durch

IL,(X,Y) :=L,(L,X,Y) fur X,Y € T, f.
(iii) Die dritte Fundamentalform III von f (auf T, f) ist definiert durch
L,(X,Y) :=1,(L,X,L,Y) fur X,Y € T, f.

Satz 4.1 L, ist selbstadjungiert bzgl. 1,,, d.h.
L(L,X,Y) =1,(X,L,Y) VX, YeT,f.
I, und 111, sind eine symmetrische Bilinearform auf T, f und

I0L,(X,Y) =1,(L2X,Y) = 1,(X,L2Y) VX,YeT,f.
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Beweis. Betrachte jeweils an der Stelle u:

af\ [N of 2 f
N, N
0= 8u,< au]> <8u1 au]>+< "ou;ou; |’

|:—O'
also folgt
af af def. L _a_N i oben N aZf fe_Cl N aZf _a_N i f f
ou;’ du; - ou;’ du; - " u;0u, - " Oujou; - ou;’ ou; auz au]

Hieraus folgt, dass L selbstadjungiert bzgl. I ist, da die %
ily

Also II(X,Y) =I(LX,Y) =I(X,LY) = 1I(Y, X),

III symmetrisch klar,

eine Basis von T}, f sind.

II(X,Y) =1(LX,LY) =I(L*X,Y) = I(X, L?Y)
wegen L selbstadjungiert bzgl. I. n

Matrixdarstellung der Fundamentalform und von L bzgl. der natiirlichen Basis (Df ‘u(ei))
von T, f

1(Df] (e1), DF. (¢) of

" au]

(af

) gij(u)
of

7
u 8u]

I(Df[, (e:), DS}, (e;)) = I(-DNJ, (e:), Df], (¢;)) = -

Bezeichne

aN
8ui

82
u> i <N(u)/ aI/liéfuj u> B hl](u) (: h]l(u))

G(u) = (gij(u))i,

H(u) = (hij(u))i
Wir haben dann bzgl. der natiirlichen Basis (Df |u(ez-)) von T, f, wobei L(u) die Matrix von L,
bzgl. dieser Basis bezeichnet

X H(u)y = x"G(u)(L(w)y) Vx,yeR",

also H(u) = G(u)L(u), also: | L(1) = G~ (u)H (1)
Bezeichne:

(hj(u))ij=L(u) und  (g7(u));j:= G (w).
Dann gilt komponentenweise:
. n .
hi(u) = ];g’k(u)hkj(u),
sowie

Lu(Df] (¢)) - z";h;i(umﬂu(ei).

Bemerkung 1) Falls f € C", dann sind die h;; € cr2, h;- eC 2

2) hjj = hj; (da II symmetrische Bilinearform ist). Aber (h;(u))i,j ist im Allgemeinen nicht
symmetrisch, obwohl L, bzgl. I, selbstadjungiert ist (denn: Die Basis Df ‘u(ei) ist im Allge-
meinen keine ONB von T, f bzgl. I).

Satz 4.2 (Invarianzeigenschaften unter Parametertransforamtion mit Bewegungen) Sei f : U —
R"™1, U offen, eine Hyperfliche.
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al) Sei ¢ :V — U eine orientierungserhaltende Parametertransformation und f = f o ¢. Dann gilt fiir
N, L, M und f fiiralleveV,woN=Nog, L, = Lo(o), I, = (o)

a2) Falls ¢ orientierungsumkehrend ist, dann N = -No ¢, L, = ~Ly (o), 1, = ~ILy (o)

b1) Sei B : R™! — R™! cine eigentliche Bewegung, d.h. B(x) = Ax+b mit A € SO(n +1). Sei
f=Bof, Danngilt fiir N, L, T, Toon f, X,Y € T,f: N= AoN,L=AoLo A, 1(AX,AY) =
1(X,Y), I(AX, AY) =II(X, Y)

b2) Falls B: R"™ — R"" mit B(x) = Ax +b eine uneigentliche Bewegung, d.h. A € O(n +1). Dann
ist N=-AoN,L=-AoLoA™}, I(AX,AY) =1I(X,Y), [I(AX, AY) = -1I(X, Y)

Beweis. al) N = No ¢, denn fiir alle x € R" ist
(N(9(©)), DSl 1y () = (N(9(0)), Df] ., (Dgu(x))) = 0
und gilt [N o ¢(v)| =1 Klar, Df,,(e;) = Dfy0)(D@u(e;))). Die lineare Abbildung D’ ist ori-
entierungserhaltend (¢ oe.), also ist (Dfy(e1),...,Dfo(en), N(¢(v))) positiv orientiert, also
N = Nog. Also
L, = -DNyoDf|,' = -DN| o D'yo (Df| , 0D%5) ™ = -DNJ| o Df| . = Lyo)
[,(X,Y) = L(LoX,Y) = L) (Loy X, Y) = ) (X, Y)
a2) Sei ¢ orientierungserhaltend. Damm folgt genauso wie in al) N = —N o ¢. Hieraus folgt
der Rest.
bl) I(AX,AY) = I(X,Y) Klar, da (AX,AY) = (X,Y) wegen A € SO(n+1), N = No A Klar.
Daraus folgt:
L.=-DN,oDf|.' = ~ADN, o (Ao Df| )" = AL, A"
IM(AX,AY) =1(L(AX),AY) =I(ALX, AY) = I(LX,Y) =1I( X, Y).
b2) Gilt detA = -1. Dann N = -A o N klar. Die iibrigen Behauptungen folgen dann wie in b1).
n

Kurven auf Flachen

Definition Sei f : U - R™ eine C’-n-Flache. Eine C"-Kurve auf f ist eine reguldre C"-Kurve
c:1—-R"™, die sich in der Form c = f o u schreiben ldsst, wobei u : I - U eine regulédre C"-Kurve
ist.

Bemerkung Falls f injektiv und die Umkehrabbildung f ‘_1 : f(U) — U stetig ist, d.h. f ‘f 0
ein Homoomorphismus, dann ist ¢ eine Kurve auf f gdw. c([a,b]) c f[U]. Ferner ist dann

u(t) = f| ' (e(t) Vel

Voraussetzung f injektiv reicht nicht aus BULD

Sei ¢ = f ou eine Kurve auf der Hyperfliche f und c eine nach Bogenldnge parametrisierte
regulére C?-Kurve. Dann ist ¢ = e, ¢ = é; = ke, (Beachte Konvention: ¢, ¢ linear unabhéngig,
dann « und e, definiert, sonst ist ¢ = 0, denn nach Bogenldnge parametrisiert, x = 0 definiert,

e, undefiniert).
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Wir zerlegen ¢ in einen Tangential- und einen Normalanteil (bzgl. f):

61 = Kep = (Kez)Tang +(key, NYN
R |
Tangentialanteil Normalanteil

Wir bestimmen den Normalanteil.

Satz 4.3 Sei ¢ = f ou eine requliire C>-Kurve auf der Hyperfliche f : U — R"™! (n > 2). Sei || ¢(t)] = 1
und ¢(t), ¢(t) linear unabhingig. Dann gilt fiir die Kriimmung x(t) und Hauptnormalenvektor e, von

c:
Iy (e(8), ¢(8)) = (€(8), N(u(t))) = k(¢) (e2(t), N(u(t)))
=k cos < (ex(t), N(u(t))).

Beweis. Es gilt ¢(t) = (fou)*(t) = Dfy(u(t)), also
Ly (€(t)) = =DNy,) (11(t)) = =(N ou)*(t),
also gilt
Iy (€(8),¢(8)) = = ((Nou)*(t), (1))
= (N(u(), &(1))
= k(1) (N(u(t)), ea(1))
=x(t)cos <(N(u(t)),ex(t)).
! gilt, da aus (N(u(t)),¢(t)) = 0 fiir alle t € I folgt
((Nou)®, (b)) +((Nou)(t)),é(t)) =0
und 2 gilt, da |¢(#)] = 1 und
&(t) = éx(t) = x(t)ex(t).

Bemerkung Falls ¢ nicht nach Bogenlidnge parametrisiert ist, folgt also

() (E(E), €(1)) = ()2 (E) {ea(t), N(u(t))).
Falls ¢ = 0, dann ist I,y (¢(¢),¢(t)) = 0 und x(t) = 0, also ex(t) nicht definiert.

Folgerung (Satz von Meusmier) Fiir je zwei Kurven c, ¢ auf der Hyperflache, die fiir t = ¢
durch den selben Punkt auf der Fliche f gehen und die selbe Tangentenrichtung haben,

stimmen die Ausdriicke auf der rechten Seite t{iberein, also

K(tp) cos < (N (u(to)),ex(to)),

fiir die beiden Kurven tiberein.

Definition Sei f : U -~ R"*! eine Hyperfliche, X € T, f mit X # 0. Die Normalkriimmung von

f in Richtung X ist definiert als
IL,(X, X)
KX = oo
L/(X, X)
also k) x = kx fiir A # 0. Dann heifst

KN (8) = x(t) (ea(t), N (u(t))) = K1)
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auch die Normalkriimmung der Kurve (gleich der Normalkriimmung der Flache in Richtung
der Tangenten ¢(t)).

Bemerkung Falls ¢(t) und ¢(t) linear abhdngig sind, dann ist x(t) = 0, ex(¢) nicht definiert,
dann setze xn(t) = 0.
Die Norm des Tangentialanteils von ke, ergibt sich also als (nach Pythagoras)

sl = %

Im Fall n = 2 definiere das Darboux 3-Bein E;, E;, E5 durch

Eit) =ealt) = ”8

E3(t) = N(u(t))
Eo(t) := E3(t) x Ex(t)
Dann sind «g, T, durch die Ableitungsgleichungen

EI 0 Kg KN ElT
EIl =lelf -, 0 1 ||ES
ES.T -kN -Tg O E,J,T
definiert (in Analogie zu den Frenet-Gleichungen). Die Schiefsymmetrie folgt, da E;(t), E2(t),

2 2

E3(t) fiir alle t eine ONB bilden. Wegen ke, = é1 = Ey = K¢ Ex + kN Es folgt K% = Kg + K-

Definition x, heifit die geoditische Kriimmung der Kurve und 7, die geoditische Torsion
der Kurve.

weitere Bemerkungen Fiir n =2 und |¢|| = 1, dann gilt
1) | kg = det(¢,é, Nou) | dann

det( S, S’No M) = det(El,KgEz +xNEs, E3) =Kg det(El,Ez, E3) = Kg
Ei B, Es

2) |1y =det(¢, Nou,(Nou)*)| denn

det( S, Nou, (N o u)') = det(El, E3,—xknEq - TgEz) =—Tg det(El, Es, EQ) =T
E, E; '—'E-3

3) x, dndert das Vorzeichen, bei
(i) Spiegelungen der Flache nicht

(ii) bei orientierungserhaltenden Umparametrisierungen der a) Kurve und b) Fldche.

Definition Eine Kurve auf einer Hyperflache heifit eine Geoditische, falls ihre geoditische
Kriimmung «, tiberall 0 ist. Dies ist dquivalent dazu, dass [kn| = [«| fiir alle ¢ € I bzw. (falls
existent) ep(f) = +N(u(t)) fur alle t € I.

Seien x, y zwei Punkte einer Hyperflache. Eine Kiirzeste zwischen x und y ist eine Kurve
¢ :[0,1] » R™! auf f mit c(0) = x und ¢(1) = y mit minimaler Lange. Eine Lokalkiirzeste ist
eine Kurve c = fou: (a,b) > R™! auf f, so dass fiir jedes t € (a,b) ein € > 0 existiert, so dass

c‘ eine Kiirzeste ist.
[t-e.t+€]

Beispiel Auf der Sphire S? sind die Geoditischen genau die Grofikreise.
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(1] Satz Die Geodiitischen sind genau die Lokalkiirzesten.
Beispiel BULD

Satz und Definition 1) Existenz von Geodiitischen und Exponentialabbildung
2) Existenz von «konvexen» Umgebungen (Whitehead (1932))

Sei f: U - R"*! eine C3-Hyperfliche, u € U.

1) Dann gibt es € > 0, so dass gilt: Zu jedem X € T, f mit [X| = 1 gibt es eine eindeutig
bestimmte nach Bogenldnge parametrisierte Geodatische cx : [0,&) - R™*! mit cx(0) =
f(u), ¢x(0) = X. Die Abbildung

exp:{zeT,f||z] <&} = R"™ iexp(tX) =cx(t) (|X]|=1,0<t<e)
ist injektiv und differenzierbar, die Einschrankung auf das Bild ist ein Diffeomorphismus.
exp heifit die Exponentialabbildung zum Parameterwert u.

2) Es gibt eine Umgebung V c U von u, so dass f ‘V injektiv ist und es fiir je zwei Punkte
u1, up € V eine Zahl I und eine eindeutig bestimmte nach Bogenldnge parametrisierte
Geodatische ¢ = fou: [0,1] » R™1 gibt mit u(0) = uy, u(1) = up, u([0,1]) ¢ V und dieses ist
auch die eindeutig Kiirzeste zwischen f(u1) und f(u2) auf f.

Kriimmungen

’ Generalvoraussetzungen‘ Sei f : U » R"*! eine Hyperfliche. Die Weingartenabbildung L,

ist selbstadjungiert bzgl. I,. Daraus folgt (Satz aus der linearen Algebra), dass T, f eine ONB
(bzgl. I,,) aus Eigenvektoren von L, zu reellen Eigenwerten hat.

Definition (1) Die Eigenwerte kq(u) < ... < k(1) heifen Hauptkriimmungen (HK) von f in
u.

(2) Die zugehorigen Eigenvektoren X € T, f mit | X| =1 (d.h. I,(X, X) = 1 heilen die Haupt-
kriimmungsrichtungen (HKR) von f in u, d.h. X mit | X|| = 1 ist HKR zur HK k;(u), falls
Ly(x) =ki(u)x.

(3) Die i-te elementarsymmetrische Kriitmmung K;(u) von f in u ist definiert durch die Glei-
chung

det(Lu +(_) )\ld) = (kl(u) +( ) /\) - (kn +(_) )\)

= (TN Ko = 1)

also insbesondere:

Ky :ltrLzl(k1+...+k )

(4) K(u) = Ky(u) =ky(u)-...-ky(u) = detL helﬁt die Gauf3-Kriimmung (oder fiir n > 3 auch
Lipschitz-Killing-Kriimmung) von f in u.
H(u):=Ky(u) = %(kl(u) +otk(u)) = %tr L, heifst die mittlere Kriimmung von f in u.

Satz 4.4 (a) Es gibt eine ONB (bzgl. 1,), (X, ..., X;;) von T, f aus HKR von f (mit L, X; = k;(u)X;)
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(b) Fiir die zugehorigen HK gilt k;i(u) = xx,(u), d.h. die HK ist die Normalkriimmung in Richtung
der zugehorigen HKR.
(c) Falls f € C", dann sind die K;(u) € C'2

Beweis. (a) Schon gezeigt (siehe Anfang vom Abschnitt)
(b) Es gilt
Kx; (1) = (X, Xi) = Lu(Lu(Xi), Xi) = Tu(ki(u) Xi, Xi) = ki(u) L(X;, Xi)
I — |
=1 (Vor.,)
(c) L, € C'2, also det(L, + Aid) € C"~? als Funktion von u, also K;(u) € C"2

|
Beispiel Fiir die Einheitssphire S" c R"*! sind die HK alle gleich 1, also
n i n )
det(Ly, + Aid) = (1+4)" =3 (’;)A”—l =3 (?)Ki/\””,
i=0 i=0
also folgt K; = ... = K;; = 1. Dies ist die Motivation fiir die Faktoren ('Z) bei der Definition der

K;i(u). Fur die Sphare vom Radius r > 0 sind die HK alle %, also
1 " 1., &(n ‘
det(L, + Aid) = (; +A) - Z( )—./\”” - Z(i)Ki/\””,

n
! 1
i=0 T i=0

1

also K; = rl—,

Bemerkung (1) Falls einer HK k; nur einfach auftritt (d.h. k; # k; fiir i # j), dann ist die HKR
bis auf einen Faktor +1 eindeutig bestimmt.
Falls ki1 () = ... = kiy,(u) und alle HK davon verschieden sind, dann ist die zugehorige Ei-
genraum genau r-dimensional, d.h. die zugehorigen HKR sind genau die Einheitsvektoren
(bzgl. 1)), die in diesem Eigenraum liegen.

(2) Man kann zeigen, dass die k;(u) mit k1 (u) < ... <k, (u) stetige Funktionen von u sind (aber
im Allgemeinen nicht differenzierbar), aber falls fiir U ¢ U offen und es gilt k;(u) # k;(u)
furi+#jfuralleu e U, dann ist ki‘a e C"2, falls feC.

Beispiel A2 - (uf +u3) =0 = A1p = +\/u2+u3. A1 und A; sind stetig, aber in (0,0) nicht
differenzierter, obwohl die Koeffizienten des Polynoms in C* sind.
Lemma 4.5 Seien G(u) = (gij)ij, H(u) = (hyj);j bzw. L(u) = (h;(u))z-,]- die Matrizen von 1, I1,, bzw.
L, bzgl. der Standardbasis Df‘u(ei) auf T, f.
G(u)™ = (§7(u));j. Dann gilt:
detH(u)
K(u) =detL(u) = ———=,
(u) = detL(u) detG(u)

H(w) = L) = 3 > g/ (o)),

j=1i=1
Beweis. L(u) =G (u) 'H(U), also
detL(u) = jz%((lfl[;
tr L(u) = ih;ﬁ(u) - Z zn:gﬁ(u)hij(u)
j=1 j=1i=1
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Satz 4.6 (Bestimmung der Normalkriimmung aus den HK) Seien Xj,..., X, € T,f ONB von
T.f aus HKR zu den HK ky, (1), ..., kn (). Sei X = ¥;c, A X; mit Z/\% =1. Dann ist

IX[P =1 A, Y AX) =S A2 =1,
da I(Xi, X]) = (51']'.'
(X, X) =T(La (O AiXi), S X)) = 1D Aiki(u) X3, S0 X:) = >0 AZki(u),

also

k(1) = A%k, (u)
i=1

Beweis. Nachgerechnet im Satz. |

Definition Bezeichne: x_: S""! c T, f - R (u fest) die Abbildung x ~ xx(u), wo S"! = {X ¢
Tuf [X] =1}

Folgerung 4.7 Seien ki(u) < ... < ky(u) die HK von f. Dann gilt:
k1(u) = min {xx(u) | X € S”_l}, kx(u) =ki(u) < X ist HKR zu ky(u)
kn (1) = max {Kx(u) | X e S”‘l}, kx(u) = kn(u) < X ist HKR zu k,(u),
also die Funktion x_ : S"~' — R nimmt ihr Minimum genau in der HKR zu ki (u) und ihr Maximum

genau in den HKR zu k(1) an.
Im Fall n = 2 sind die HKR genau diejenigen X € T, f mit | X|| = 1, fiir die kx(u) extremal wird.

Beweis. Nach Satz 4.6 gilt xx(u) = ¢, Az-zki(u), wobei X = ¥; A; X, Z)\? =1, Xy,..., X, ONB
aus HKR zu den HK kq(u), ..., k,,(1). Also
ix(u) =ky(u)+ Y0 A7 (ki(u) —ki(w)),

2<ign [ —
>0

also xx(u) > ki (u) mit «<=» <= X HKR zu ky(u) falls A; # 0, muss k;(u) = ki (u)
kx(u) <kp(u) und «=» <= X HKR zu k, (1) genau entsprechnend |

Satz 4.8 (Olinde-Rodrigues) Sei X € T, f, | X| = 1 ist genau dann eine HKR, wenn die Funktion
k_(u) : S™1 c T,f - R (nfest), Y = wy(u) einen stationiren Wert an der Stelle X hat, d.h.
ky(u) —xx(u) =o(|Y-=X|) fiir Y - Xmit Y e T, f, |Y| =1

Beweis. Seien wie in 4.6 X € T,,f mit | X|| = 1 bzgl. der ONB Xj, ..., X;; von T, f (aus HKR)
dargestellt werden, also

n n
X=X, Y AT=1.
i=1 i=1
Da kx = Yicy A2Kk; ist, sind die stationdren Werte der Funktion F : R” — R mit

F(M, o An) = 3 ATk
i<n

unter der Nebenbedingung
G(M, o Ap) =D A7 =1=0
i
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zu bestimmen. Nach der Multiplikationsregel von Lagrange hat F genau dann einen statio-
ndren Wert an der Stelle X unter der Nebenbedingung G £ 0, wenn es eine Zahl A gibt, so
dass alle partiellen Ableitungen

JI(F-AG)| 0
oAi |,
sind und G(x) =0. Also
aAi (Myesn)
=2)i(ki—=A) 20

fiur allei=1,...,n ergibt fiir jedes i: A; =0 oder A = k;. Wegen }; )\1.2 =1 kénnen nicht alle A; =0,
also gibt es ein j mit A = k; und A; = 0 fiir alle i mit k; # k;, d.h. also
n
X =Y AX

i=1
ist eine HKR zur HK kj. ]

Definition Eine regulire Kurve ¢ = fou : [ - R™*! auf der Hyperfliche f heifit eine Kriim-
mungslinie, falls ¢(t)/|¢(t)| eine HKR ist fiir alle ¢ € .

X e T,,f heifit eine Asymptotenrichtung (ASR) von f in u, falls I,(X, X) =1 (d.h. | X]|| = 1) und
I, (X, X) =0, also x, = 0.

Eine reguldre Kurve ¢ = fou : [ - R™! auf f heifit eine Asymptotenlinie, falls ¢(t)/[¢(t)]
eine ASR fiir alle ¢ € [ ist, d.h. die Normalkriimmung der Kurve xy(t) = %) = 0 fiir alle t €
ist.

Bemerkung Es gibt keine Asymptotenrichtung genau dann, wenn alle HKR k; > 0 oder alle
HKR k; < 0 sind.

Definition Sei f : U —» R"*! eine Hyperfliche. Die Parameterlinien auf f sind die Kurven
c(t) = f(te; +a) (definiert auf Intervallen I fir die fe; +a € U).

Definition f heifst eine Kriimmungslinienparametrisierung, falls alle Parameterlinien Kriim-
mungslinien sind.

f heifst eine Asymptotenlinienparametrisierung, falls alle Parameterlinien Asymptotenlinien
sind.

Beispiel 4.9 Eine Hyperfliache f, bei der die HK stets paarweise verschieden sind, ist eine
Kriimmungslinienparametrisierung genau dann, wenn die Matrizen I, und II (bzgl. der na-
turlichen Basis Df,(e;)) Diagonalmatrizen sind.

Beweis. =  Die HKR (zu verschiedenen HKen) sind stets paarweise orthogonal, d.h. also
die Matrix der ersten Fundamentalform

gij(u) = (Dfu(e;), Dfulej)) =0

fiir i # j ist eine Diagonalmatrix und es gilt:

lj = (LDf(e;), Df (¢j)) = (kiDf (¢;), Df (¢))) = 0 fiir i # j.
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<= Wenn die Matrizen G(u) zu I, und H(u) zu II, Diagonalmatrizen, dann auch L(u) =
G(u)"YH(u). Sei c(t) = f(te; +a) eine Parameterlinie. Dann ist ¢(to) = Df,(e;) mit u := te; +
a. Die Parameterlinien sind also genau dann Kriimmungslinien, wenn die natiirliche Basis
Df.(e;) von T,f aus HKR (nach Normierung) besteht. D.h., wenn die Matrix L(#) von L,
bzgl. der natiirlichen Basis Diagonalgestalt hat. |

Definition Sei 1 = 2. Eine Funktion f : U - R hat in U einen
(i) elliptischen Punkt, falls K(u) = ky(u)kp(u) >0
(ii) hyperbolischen Punkt, falls K(u) = kq(u)ka(1t) <0
(iii) parabolischen Punkt, falls K(u) = ki (u)ka(u) =0 und H(u) = %(kl(u) +ko(u)) #0 (d.h.
k1 vk =0)
(iv) Flachpunkt, falls ki(u) = k(1) =0
(v) Nabelpunkt, falls ki (u) = ka(u)
(vi) eigentlichen Nabelpunkt, falls ki (u) = kp(u) # 0.
Also ist jeder Punkt von genau einem der Typen (i) - (iv).

Bemerkung 4.10 Sei f : U - R® eine Hyperfliche (n = 2). Wenn man +X als eine ASR zahlt,
gilt:

(a) fistin u elliptisch < f in u keine ASR

(b) fistin u hyperbolisch <= f in u genau zwei ASR

(c) fistin u parabolisch <= f in u genau eine ASR

(d) fistin u einen Flachpunkt < jedes X € T, f mit || X|| = 1 ist eine ASR

Beweis. Seien Xj, X, (orthogonale) HKR zu den HK kj(u), ko(u). Sei X € T,,f und |X| =1
(und (X, X3) > 0) und 0.E. £X als eine ASR gezihlt. Dann gibt es A mit |A| <1, so dass
X =AXg +V1-A2X,.
Nach Satz 4.6 ist kx (1) = A%k (u) + (1 - A?)ky(u), also
X ASR < A%k (u) + (1-A%)ko(u) = 0,
also
2 ka(u)

B k2(u)—k1(u)'
Falls f in u

(a) elliptisch ist, ist kq(u)ko(u) > 0, also A% > 1, also existiert keine ASR.

(b) hyperbolisch ist, ist k1 (1) < 0 < ka(u), also 0 < A? < 1, also existieren zwei ASR

(c) parabolisch ist, ist kq(#)kp(u) = 0 und ki (u) +ka(u) # 0, also A = 0 und +X, einzige ASR
oder A = +1 und +X; einzige ASR.

(d) einen Flachpunkt besitzt, ist k1(u) = kp(u), also ist jedes X € T, f mit | X| =1 ASR.

Die umgekehrten Implikationen folgen automatisch, da links eine vollstindige (disjunkte)

Fallunterscheidung steht und die Aussagen rechts sich gegenseitig ausschliefsen. |

Satz 4.11 (Invarianzeigenaschaften der Kriimmungen) Sei f : U — R™*! eine Hyperfliche.

(a1) Sei ¢ : V — U eine orientierungserhaltende Parametertransformation f = f o ¢. Dann stimmen
fiir f in v und f in ¢(v) simtliche HK k; und die zugehorigen HKR und die elementarsymme-
trischen Kriimmungen K; insbesondere K und H iiberein, ferner die ASR.
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Falls c = (fo@)ou = fo(¢ou) eine Kriimmungslinie bzw. Asymptotenlinie von f ist, dann
auch von f und umgekehrt.

(a2) Sei ¢ : V — U eine orientierungserhaltende Parametertransformation f = f o ¢. Dann kehrt
sich bei den HK jeweils das Vorzeichen um k;(v) = —k,_;(v), also gilt K;(¢(v)) = (-1)'K;(v),
insbesondere H(¢(v)) = -H(V), K(¢(v)) = (-1)"K(v).

Die HKR, ASR, Kriimmungslinien, Asymptotenlinien von f und f stimmen iiberein.

(b1) Sei B : R"n+1 — R"™! mit Bx = Ax+b, A € SO(n +1) eine eigentliche Bewegung, f =
Bo f. Dann stimmen fiir f und f in u die KH k; , die elementarsymmetrischen Kriimmungen
K;, insbesondere K und H, iiberein. Die HKR, ASR von f entstehen aus denen von f durch
Anwendung von A (aufgefasst als lineare Abbildung T, f — T, f.

Falls c = f o u eine Kriimmungeslinie bzw. Asymptotenlinie von f ist, dann Boc = (Bo f)ou =
f o u eine solche von f.

(b2) Sei B : R™! — R™! mit B(x) = Ax+b, A € O(n+1) mit det A = —1 eine uneigentliche
Bewegung. Dann kehrt sich bei den HK jeweils das Vorzeichen um, also gilt K;(v) = (-1)K;(v)
insbesondere H(v) = ~H(v), K(v) = (-1)"K(v).

Fiir die HKR, ASR, Kriimmungslinien bzw. Asymptotenlinien gilt das gleiche wie in b1).

Beweis. Die Behauptungen folgen unmittelbar aus den entsprechenden Invarianzigenschaf-
ten von I, Il und L aus Satz 4.2 und den Definitionen.

Beispielsweise fiir a2) und b2)
LX=kX < (-L)X = (-k)X
und
(-ALA™ ) (AX) = -ALX
Weiter ist:

(ki +A)-(kp + A) = ; (?)Ki/\n—i

(ki +A)(kn+A) = (—1)” Zn: (?)Ki)\n_i

i=0
n . .
-y (”) (~1)K; A"
i=0 1 Tl

Feststellung 4.12 Sei f : U — R"*! eine Hyperfliche, a > 0, f = af. Dann gilt (bei natiirlicher
Identifikation von T, f und Tuf) N=N1I,=1,1, = %IL,, L,= %Lu und ki(u) = %ki(u) mit den
selben HKR K;(u) = 1K;(u).

Fiir die Matrizen der Fundamentalform und der Weingartenabbildung bzgl. der jeweiligen natiirlichen
Basen Df| (e;) bzw. Df] (e:): G(u) = a*G(u), H(u) = aH(u), L(u) = $L(u).

Beweis. Gilt N = N, I =I klar. Weiter ist L = -DNo Dﬂ_l =-DNo (an)_1 =1L, also II

1
I
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und k; = %ki wegen L, (x) =kj(u)X
det(L, + Aid) = det (% + /\id) = alndet(Lu + (a))id)

1 & $ i i
2 (T @y =3 () KiwaH)a
i=0 i=0 _—
=K;(u)
Fiir die Matrizen G, 7 ergibt sich (Df = aDf,, also andere Basis!)
ij(u) = (Dfu(ei), Dfu(e;)) = a* (Dfu(ei), Dfulej)) = a°gij, also G = a*G

flij(u) = (N, 83128{1]) < (u) 2f > = ah;j(u), also H(u) = aH(u)

L(u) =G(u) " H(u) = ;L(u)

Definition Sei f : U — R"*! eine Hyperfliche. Die Dupinsche Indikatrix von f an der Stelle
uelist {XeT,f|IL,(X, X)=x+1}.

Definition f:U - R""! (U c R" offen) heifit eine Graphenfliche, falls

fuq, o tty) = (Ug, ey tty, F(uy, ... ttn))),
kurz: f(u) = (u,F(u)), wobei F: U - R e C2.

Beispiel Sei f : U — R"*! eine Graphenfliche mit f(u) = (u,F(u)), Fe C>2 mit 0 e U, F(0) =0
und (grad F(0))T = Dfy = 0. Dann ist Dfy(x) = (x,0), also N(0) = (0,0, ...,0,1),
gij(O) (Dfo(el) Dfo(e;) ) ij, also
G(0)=E,
0 f 02
hi;:(0) = {N(0), =
l]( ) ( ( ) auiau]- 0> auiauj
Matrix von Lg: h;-(O) = hi;(0), da G(0) = E. Also sind die HK die Eigenwerte der Hesse-Matrix
von F
2
Hess F := oF
auiau]- ij
und die HKR die normierten Eigenvektoren von HessF. Nach der Taylor-Formel gilt (mit

u=(uy,... uUy))

F(u Zthu u]""O(HuH )

1 1j=1
Wenn spezieller: ey, ...,e, ONB aus Eigenvektoren von Ly, dann ist

1 n
F(u) = 5 Y- ki(0)? + o(ul)
i=1
Im Fall n = 2 ist die approximative Funktion
1 1
F(u) = Ekl(O)u% + Ekz(o)ug

und die zugehorige Graphenfldche ist ein
(a) elliptischer Paraboloid, falls

K(u) =ky(u)ka(u) >0
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Dann sind die Hohenlinien Ellipsen.
(b) ein hyperbolischer Paraboloid, falls
K(u) =ky(u)ka(u) <0
Dann sind die Hohenlinien Hyperbeln.
(c) parabolischer Zyklinder, falls
K(u) = ky(u)ka(u) =0 bzw. ky(u) #0vky(u) #0
Dann sind die Hohenlinien Paar paralleler Geraden.
Flachpunkte konnen viele Formen annehmen (Affensattel). Andere Beispiele: Betrachte
f(u1,u2) = (u1,uz, F(ur,u2)),  F(u1,uz) = uj - 3uquj

Dann ist die Niveaumenge von 0: 11 = 0 oder u; = i%ul.

Sei Xj, ..., X;; eine ONB von T, f aus HKR. Dann ist fiir X = }; A;X; nach Proposition 4.6

n
IL,(X, X) = Y Atki(u)
i=1
also ist die Dupinsche Matrix

i=0
Also stimmt sie mit der Vereinigung der N1veaumenge der approximativen Funktion der
Graphenfldche zum Niveau :i:% tiberein.
Fiir n = 2 ist dies fiir

(i) elliptische Punkte, d.h. K(u) = k1 (u)k2(u) > 0 eine Ellipse mit Halbachsen ——
< k(1) = ka(u) # 0, also ein eigentlicher Nabelpunkt)

\/|k_ (ein Kreis

(ii) hyperbolische Punkte, d.h. K(u) = ki (u)kz(u) < 0 ein Paar von Hyperbeln mit denselben
Asymptoten

(iii) parabolische Punkt, z.B. k1 (1) =0, ko(u) > 0.

Satz 4.13 (lokale Normalform) Sei f : U - R"*! eine C"-Hyperfliche, ug € U. Dann gibt es eine
offene Umgebung Uy c U von ug und eine orientierungserhaltende Parametertransformation ¢ : Uy —
V mit 0 eV und ¢(up) = 0 und eine eigentliche Bewegung B : R™*! - R"*1, 50 dass f = Bo f o ¢ gilt
mit

Flonom) = (m,...,vn,%iki(uo)v% +o<\v\2>)
i=1

Beweis. Sei 0.E. f(up) = 0 (Translation). Wir geben eine eigentliche Bewegung B und eine
Parametertransformation @ : Uy — V an, so dass f(x) = Bfp(x) und f(v) = (v,F(v)) eine
Graphenflache ist mit F(0) = 0 und Dfy = 0. Aus der Bestimmung der HK von solchen Gra-
phenflichen und den Invarianzeigenschaften folgt die Behauptung.

Waihle eine ONB (X;)1<i<;, aus HKRin T}, f gleich orientiert wie die nattirliche Basis (Dfy,(7))i<x-
Bezeichne c: Df,,(R") — R" die zugehorige Koordinatenabbildung, d.h.

(Zax) (1)

1<n
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Definiere fiir u € U:
P(u) = f(u) = (f(u), N(uo)) N(uo)
eN(ug)lszuo (R™)

Dy|, =Df,, - (Df,,, N(wo)) N(uo)
=0

ist injektiv (f reguldr), also gibt es eine Umgebung Uy c U von u, so dass ¢‘Z’IEU0) Diffeomor-
phismus ist (C’, falls f € C"). Definiere V := copp(Up), ¢ : Uy — V c R", durch

¢(u) = cip(u).

¢ ist dann auch ein (C")-Diffeomorphismus. Definiere weiter B : R"*! - R"*! durch

B(a1, ey an+1) = Z a; X; + an+1N(u0)

i<n
=cYay,...,an) + apa N (1)
und B € SO(n + 1) nach Wahl der Basis Xj, ..., Xj. f : V - Uy durch

f(©) = (v, F(v))

Graphenfldche mit

F(0) = (fe " (u), N(uo))

Dann ist
Bfg(u) = B(cotp(u),(f(u),N(uo)))
= (u) +(f(u),N(uo)) N(uo) = f(u)
Dfo = <qu)—1(0) oDg™! MO,N(uo)> =0
und F(0) = 0 klar, wegen f(up) =0. |
Regelflichen

Definition Eine Flache der Form (eventuell mit Singularititen) f : [ x R - R® mit f(t,v) =
a(t) +v-w(t) heit eine Regelfliche, wobei « : I - R* e C' und w : I - S?> ¢ R?, w ¢ C!
sind (also |w| = 1). Die Kurve «a(t) heifit die Leitkurve von f und die Geraden L; := a(t) +
Rw(t) heiflen Regelgeraden. Die Familie der Geraden L, t € I, nennt man eine ein-Parameter-

Familie von Geraden.

Eine Fliche f : U » R fiir die eine Parametertransformation ¢ : U — U existiert, sodass

f o ¢ die Einschrankung einer Regelfldche (wie oben erkldrt) ist, nennt man ebenfalls eine
Regelfldche.

Beispiel (1) Zylinder: w ist konstant und a eine ebene Kurve (in einer Ebene nicht parallel
zZu w)

(2) Kegel: « ist eine ebene Kurve und alle Regelgeraden gehen durch denselben Punkt, der
nicht in der Ebene liegt (oder andere Darstellung: & konstant)
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(3) Wendelfldache (helicoid): f(t,u) = (u cost,usint, at) mit a # 0 (konstant), also f(t,u) =
(0,0,at) + u(cost,sint,0)
4) a(t) = (cos t,sin t,O), w(t) = (—%, % cost, %), also
f(t,v) = (cost— %sint,sinﬁ %cost,%)
Mit x = f1, y = fa, z = f3 ergibt sich x> +y* -z> = 1 + %2 - ”2—2 =1, also gerade die Gleichung
fiir ein Rotationshyperboloid.

Definition Wenn w(t) # 0 fiir alle ¢ € I, dann heifst die Regelfldche nicht zylindrisch.

Falls nun isolierte Stellen mit @w(¢) = 0 hat, dann kann man die Regelfliche in Teile zerlegen

und diese einzeln verbinden.

Definition und Satz 4.14 Sei f : [ x R — R® mit a(t) + v-w(t) eine nicht zylindrische Re-
gelfliche. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Kurve B : [ - R® auf der Flache, so dass
(B(t),u‘)(t)) =0 ist fiir alle f € I. Man nennt B(t) die Striktionslinie oder Kehllinie von f und
die Punkte B(t) die Zentralpunkte.

Beweis. Da  auf der Flache liegen soll, ist B von der Form

B(t) = a(t) +u(t)w(t),
u: I - R. Dann ist
B =&+ 1w + utb,

also wegen (w,w) = 0, da |w| = 1 nach Voraussetzung. Nun ist 0 = (B,w) = (&, ) + u (W, W)
und damit

(&, W)

12

]

(beachte ||w| # 0 nach Voraussetzung). Damit ist die Eindeutigkeit gezeigt und die gesuchte

Kurve ist

(&, )

Bima-

.12
il

Sei nun im Weiteren die Leitlinie der Regelflichen die Striktionslinie, also f(t,u) = B(t) +
uw(t), tel, aeR, (,B,w) = 0. Dann ist

2 (t0) = o) + ot

d
o (u) =)
also die Matrix der ersten Fundamentalform von f ist:
.2 . .
o (1B 2 100 (5.0)
174] (,B,w) 1
Ferner ist
o o

51 xﬁzﬁxuwru(wxw),
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wegen (W, w) = 0 und (w,ﬁ) =0 ist
Bxw=Ath,
mit einer Funktion A : [ - R, ndmlich
(pxw,w) =,

also

und

= Az + u(to x w) |*

’ ‘ M

= A2 ol + oo P

- (A2 +42) o]
Es folgt, dass die einzigen singuldren Punkte der Regelflache auf der Striktionslinie liegen
(1 = 0) und nur auftreten, wenn A(#) =0 ist.

Definition Die obige Funktion A : I - R heifit der Verteilungsparameter oder Drall der
Regelfldche.

Fiir die Gaufskriimmung K der Regelflache gilt
AZ

Kt =R w2y

Beweis. Nachrechnen (Ubung). n

Also: Die Gauflkriimmung einer nicht zyklischen Regelflache ist iiberall < 0 und = 0 genau
dann, wenn A(f) = 0, d.h. lings der Regelgeraden, welche die Striktionslinie in einem sin-
guldren Punkt trifft. Fiir feste t mit A(t) # 0 ist der Betrag der Gauskriimmung langs einer
Regelgeraden ist u — |K(u,t)| eine stetige Funktion (auf der Regelgeraden), die symmetrisch
zum Zentralpunkt (u = 0) ist und dort ihr Maximum annimmt (K(t,0) = ~1/A(¢)?). Sei A(t) # 0,
dann gilt fiir den Winkel ¢ zwischen N(f,u) und N(t,0) (nachrechnen!)

u
tan @ = |)\|

Spezielle Typen von Regelflichen

Definition Eine Regelfldche heifst Tangentenfliche einer Kurve g, wenn w = ‘% ist, d.h. wenn
die Regelgeraden die Tangenten der Kurve sind. f ist dann automatisch die Striktionslinie.
Ferner ist dann A =0, also K = 0.

Eine Regelfldche heifit eine Schraubregelfliche, falls sie durch Schraubung (oder Drehung)
(einer Parametergruppe) einer Geraden entsteht. Dies ist fiir H,BH (B Kehllinie) konstant genau
dann der Fall, wenn auch (B,w), [w], A und det(w,w,w) konstant sind.

Spezialfille: Wendelflache, Drehhyperboloid.



35 Die zweite Fundamentalform von Hyperflichen und Kriimmungen

Beweis. Siehe z.B. Kiihnel. ]
Definition Eine Regelfldche heifit eine Torse, falls K = 0 ist.

Es gilt der folgende

Satz (a) In einer Torse gibt es eine offene dichte Teilmenge, die aus Stiicken von Ebenen, Kegeln,
Zylindern und Tangentenfliichen besteht.

(b) Wenn f Flachpunkt-frei ist und K = 0, dann ist f (bis auf Umparametrisierung) eine Regelfliche,
also eine Torse.

Beweis. Vgl. z. B. Kiihnel. u

Satz Sei f : U — R® eine Regelfliiche sind dquivalent:
(i) K=0, d.h. f ist eine Torse
(ii) Entlang jeder Regelgeraden ist N konstant (d.h. die Flichennormalen sind zueinander parallel)
(iii) Die Fliche ist abwickelbar, d.h. es gibt zu jedem Punkt eine Bewegung, die isometrisch zu einem
ebenen Flichenstiick ist

Beweis. (i) <= (ii)  Folgt aus tan ¢ = I/\z{t)l’ falls A(t) # 0 und fiir A(t) =0 <= K(t,a) = 0.

(ii) < (iii) Klar.

Minimalflichen

Definition Eine Hyperfliche f : U — R"*! heifit eine Minimalflache, falls H(u) = 0 fiir alle
uel.

Bemerkung Im Fall n =2 ist H =0 < kj = -k, also K = —k% <0, d.h. auf einer Miniflache ist

jeder Punkt hyperbolisch oder Flachpunkt.

Ursprung: Plateau-Problem (Lagrange 1760, Plateau 1868)

Seic: I — R3 eine geschlossene Kurve, die stiickweise C! ist.

Gesucht: Eine Flache f, die den Flacheninhalt minimiert und c als Rand hat. Werden Zeigen:
Eine solche Fldche ist eine Minimalfldche, d.h. H = 0, in allen reguldren Punkten von f.

Physikalisch: Die Oberflichenspannung einer Seifenhaut in einer Drahtschlinge minimiert
den Flacheninhalt. Sie ergibt also eine Minimalfldche, eventuell mit Singularitaten. Seifenbla-
sen/Schaum sind Flachen mit H = const auf jedem Flachenstiick (cmc-surface, «constant mean

curvature»), Druckdifferenz zwischen innen und aufden.

Zum Plateauproblem: Lésung von Douglas, Radé (ca. 1930) fiir ¢ einfach C!-geschlossen.
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Es gibt ein Flichenminimierendes f reguldre auf U offen, U = U udU homdomorph zur ab-
geschlossen Kreisscheibe f : U — R® € C', f|, = c. Falls ¢ reguldr und analytisch, dann ist f
sogar regulér auf U.

Fragen: Wann ist f eindeutig? injektiv?

Aufpieksen wenn Flache rundum von Singularitdten umgeben.

Sei U c R" offen, beschrankt. Betrachte C>-Hyperfliche f : U - R"*!, die C!-fortsetzbar auf U
ist mit folgender Eigenschaft: f hat den kleinsten Flicheninhalt unter allen C>-Hyperflachen
¢:U - R™! die auf U C!-fortsetzbar sind mit g‘au = f‘au’

Gesucht: Eine geometrisch notwendige Bedingung, die eine solche Hyperfliche f erfiillen
muss.

Losung: «Variationsproblem: » Betrachte eine Variation in Normalenrichtung

fo(u) = f(u) +ep(u)N(u),
mit beliebiger (aber festen) C2-Funktion ¢ : U - R mit g| oy = O
8f£_ﬂ+€a_qo. . oN

aui N aui aui
Wegen (dy,f,N) =0 und (N,9d,,N) = 0, ergibt sich die Matrix (gj;) der 1. Fundamentalform

als
e [ofF off\ dof oN oN df 5
ij = <8ui' au]-> = &ii +€(P<8ui' au]->+£ (8141-' o +0(e)
==hij ==hij
= gij — 2eqh;; + O(?)
G°=G-2epH + O(ez)
und
d detG*® = i’ det (Q(E —28409_17-[))
de 0 de 0
= (detG)(-2¢ tr(G™'H),
denn
1+ean ean a1y
det(E +eA) = det e 1t enn =L+e(an +an -+ +auy) +O(e)
€d, ]_+gann
Also

i‘ detG* = 2¢(detG) tr (G'H)
dS 0 S————
=L

=-2¢(detG)nH

Also ist der (n-dimensionale) Flicheninhalt von f* gerade

/ VdetGé(u) du
u
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Also
41 detG(u)
— " du

€ _ de|0
[ veastom) - | £ e

_ [ 2ne(u)H(u)detG(u) .
_/u 2\/@ du = n/u(p(u)H(u)\/detg(u)du

Fiir jedes 6 > 0 gibt es eine C*-Funktion ¢ : U - R (Abschneidefunktion) mit folgenden

delo

Eigenschaften:

(i) You=0,0<yP(u)<1Vuel

(i) ¢(u) =1, falls d(u,oU) > o
Falls H(up) # 0 fiir ein ug € U, dann gibt es ein 6 > 0, so dass fiir eine Abschneidefunktion
¢ (zu &) bei der Wahl ¢ := Hy (also ¢H = ¢H?, H? > 0!) die Variation des Flacheninhalts < 0
wird, im Widerspruch zur Minimalitdt von f.

Damit haben wir gezeigt:

Satz 4.15 Sei f : U - R"*! eine Hyperfliche, wo U c R" offen und beschriinkt, die sich auf U stetig
fortsetzen lisst. Falls f unter allen solchen Hyperflichen mit derselben Einschrinkung auf oU mini-
malen Flicheninhalt hat, dann ist f eine Minimalfliche, d.h. H(u) = 0 fiir alle u € U.

Minimalflichen im R>

Erinnerung: Eine parametrisierte Hyerfldche f : U — R3 heifit konform parametrisiert, falls die
Matrix (g;j(u));j = A(u)E ist und damit f winkeltreu ist. Man nennt das auch eine isotherme

Parametrisierung.

Satz 4.16 (Existenz von isothermen Parametrisierungen (Gaufi/Kern/Lichtenstein)) Sei f :
U - R? eine C"*1-Hyperflache (r > 1). Dann gibt es zu jedem Punkt py € U eine offene
Umgebung V c U und eine C’-Parametertransformation ¢ : V — V, so dass f ‘V o @ konform
ist.

Beweis fiir f reell analytisch von Gaufs (1822), 1911/14 obiges Resultat.

Achtung: Fiir hohere Dimensionen 1 > 3 gibt es keinen analogen Satz.

Feststellung 4.17 Sei f : U — R? eine konforme parametrisierte Hyperfliche mit (g;j(u)) = A(u)E.
Dann gilt

82f 82f =2AHN.

ou? 8u2
Insbesondere ist f genau dann eine Minimalﬂache wenn die Komponentenfunktionen f1, fo, f3 von f
harmonisch sind, d.h. wenn Af; := 7t u2 =0firj=1,2,3.

au2
Beweis. Es gilt
of of 0 i#j
<au, 8u]) {/\ sonst
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Also folgt mit dy, (fu,, fu,) =0
<82f 8f> 18A_< 2f ﬂ) <af a2f>

9u’dui | 20u;  \Qu1duy’ duy duy” il

Also
0°f Of of
<8u1 8u% aul)
Genauso folgt
0°f f of
<au1 ou3’ duy >
fuyiy + fuou, ist also orthogonal zu T, f, also ein Vlelfaches von N:

G(u)™ = ()

also gilt:
Pf Pf
2H=trL=—(h;1+hp)=—(N,—
' (“+ 2) = A( o2 ol
also folgt die Behauptung. n

Ausflug: Funktionentheorie einer Variablen

Es gilt: Eine Funktion ¢ : U — C (U c C offen) mit ¢(u +iv) = x(u,v) +iy(u,v) (Wo u,v,x,y
reell) ist analytisch (komplex differenzierter) genau dann, wenn x, y € C! sind und die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen x;, = yo, yu = —x, gelten.

Wenn f in einer Umgebung von wy € U c C analytisch ist, dann ist f in einer Umgebung von
wo sogar in einer Potenzreihe entwickelbar (also insbesondere € C*).

Falls f analytisch ist, dann sind x und y harmonisch, also X, + Xvo = 0 = Yyu + Yoo.

Feststellung 4.18 (Komplexifizierung) Fiir eine Hyperfliche f : U — R® definiere ¢ : U — C>
durch @(u+1iv) = f,(u,v) —ify(u,v), U= {u+iv| (u,0v) e U}. Dann gilt
(i) f ist konform genau dann, wenn @* + @5+ @3 =0 (¢ = (p1, P2, 93)).
(ii) Falls f konform ist, dann ist f eine Minimalfliche genau dann, wenn @1, @2, p3 analytisch sind
(also holomorph).
(iii) Falls @1, @2, @3 analytisch sind mit @* + @3 + @3 = 0 dann ist f genau dann regulir, wenn

|@1* + 192 + |93l = 0.
Beweis. (i) Nach Definition gilt

P02t = {55, 9’ 9 u’ 9
= g1~ §22 —2ig12
Dies ist = 0 <= g11 = g2 und g1 =0
(ii) Es gilt

2 <3f 3f> <3f af> <3f 9f>

P fy 9 aka 9
Fv @( ) aU(IITNPk)
02 d
Ji Re ¢¢) = __(Im(Pk)

udv v
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Die Giiltigkeit der Gleichung f,,, + foo = 0 ist also dquivalent zur Giiltigkeit der Cauchy-
Riemannsche Differentialgleichungen fiir ¢1, @2, 93 (9,Re ¢ = 9,Im ¢). Nach 4.20 ist dies
dquivalent dazu, dass f eine Minimalfldche ist (falls f eine Hyperfldche).

(iii) Es gilt

2 2 2_ % %) (% a—f
Q11"+ 2| + [ @3] ‘(au’au a0 90

mit Gleichheit genau dann, wenn f, + f, = 0. Mit a) folgt c).

)0

Folgerung 4.19 Sei U c C eine einfach zusammenhéangende Gebiet und ¢, : U - C (k=1,2,3)
holomoph mit ¢? + @3 + ¢3 = 0 und |p1|* + |@af* + | @3> # O (fiir alle u € U). Dann ist die durch

filz)<Re [ gu@de (k-123)
20
definierte Abbildung f: U — R3 eine Minimalfliche.

Definition Einfach zusammenhingend heifit, U ist zusammenhédngend und jeder geschlos-
sene Weg w : [0,1] - U ist nullhomotop, d.h. es gibt F: [0,1] x [0,1] - U stetig mit

F(s,0) =w(s)

F(s,1) =w(0) =w(1)

F(0,t) =F(1,t) =w(0) =w(1)

Definition f hat an der Stelle zp € U einen Pol, falls f(zp) = co und 3n e N : (z-2zp)"f an der
Stelle zg eine hebbare Singularitt.

Lemma 4.20 Seien F : U — C eine holomorphe Funktion, G : U — C v {oco} eine meromorphe
Funktion (d.h. die einzigen Singularititen sind Pole), so dass FG?* holomorph ist. Dann erfiillen

F iF
p1=5(1-G"), 2= = (1+G), 93 =FG ()

die Gleichung @ + @3 + @3 = 0. Umgekehrt erhilt man aus holomorphen ¢; (i = 1,2,3) mit @3 + @3 +
go% =0, wobei keines der ¢; identisch O ist, durch
@3
P1-igpo]
solche Funktionen F, G aus denen mit () ¢; zuriickgewonnen werden konnen.

F=¢1-ipy, G=

Folgerung 4.21 (Weierstrafi-Darstellung) Jede konforme parametrisierte Minimalfliche f : U —
IR3, die keine Ebene ist, lisst sich lokal darstellen durch fi(z) = Re fZZO ¢r(8) dg mit ¢q = %P(l -G?),
@2 = %P(l +G?), @3 = FG, wobei F, G so sind, wie in Lemma 4.20.

Umgekehrt definiert jedes Paar (F,G), F holomorph, U einfach zusammenhingend, G meromorph mit
FG? holomorph eine Minimalfliiche, die requlir ist, wenn F hichstens an den Polen von G verschwindet
und dort FG? # 0 ist.

Beispiel Enneper-Fliche
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F(z) =2, G(z) = z. Dann

(P1:1—Z2, §02=i(1+zz), $3=22,2=U+iv
z 23 u3
Re/ﬁ’)l(‘f)da:Re - =u-—+uv?
0 3 3

Re / ¢2(¢)dg = Re (iz—i—) I
0 3 3

Z
Re / ¢3(8)dE = Rez? = u? - v*
0
Fiir die Wahl F = 222, G = z7! ergibt sich ¢,

Enneper-Flache bis auf eine Spiegelung.

z2 -1, p2 =i(1 +2%), @3 = 2z. also wieder die

Die assoziierte Familie

Wenn man ¢ = (¢1, 2, ¢3) mit a € C mit |a| = 1 multipliziert erhalt man wieder eine Mini-
malfldche, die isometrisch zur urspriinglichen Minimalfldche ist, da 2g11 = 2922 = g11 + g2 =
\4)1\2 + |g02|2 + |g03|2 sich dabei nicht verandern. Diese Familie von Minimalfldchen heifst eine
assoziierte Familie.

Die Minimalfldche zu i@ heifit die zu ¢ konzugierte Minimalfldche.
Beispiel Katenoid und Wendelfldche sind zueinander assoziiert.

Einige Beispiele fiir Minimalflichen

(1) Das Katenoid: f(u,v) := (cosh 1 cosv,coshusino, u)
Drehflache der Kettenlinie (cosh u, u)

(2) Die Wendelfldche: f(u,v) := (v cosu,—vsinu, u) (als Regelflache, keine konforme Parame-
trisierung)
f(u,v) := (sinh usinv,—sinhu cos v, v) (konforme Parametrisierung)

(3) Die Enneper-Flache: f(u,v) := (u - %ug' +uv?, -v + %03 —ou?,u® - vz)

(4) Die Scherksche Minimalfldche f(u,v) := (u, v,In (C:g§Z) (nicht konforme Parametrisierung),
woll=(-3,9)+(-£.3)

(5) Catalan-Flache f(u,v) := (u —sinu coshv,1 - cos u coshv,4sin 5 sinh 12—’)

5 Die innere Geometrie von Hyperflichen

Zur Vereinfachung nutzen wir folgende

. of o'f
Notation: f,, = a_ui' fuiuj = W, fuiujuk :

f

= ———— etc
auif)ujauk

Weiterhin ist f : U - R"*! eine Hyperflache, u € U, f € C2.
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Die partiellen Ableitungen der natiirlichen Basis (zusammen N) (fy,, ..., fu,, N) des R™! sollen
in dieser Basis ausgedriickt werden. Dafiir

Definition (und Lemma) In den Gaufischen Ableitungsgleichungen
Fusu; = Z T + 1N

heifien die Fé‘j die Christoffel-Symbole (2. Art). Den Normalenanteil von fu,-u]- hatten wir schon
betrachtet, ndamlich

hz‘]’ = (N/fu,-uj> == (Nu,-/fu]->r
wo (hjj);; die Matrix der 2. Fundamentalform bzgl. der natiirlichen Basis und
n n n
- hi‘(fuk == ngjhjifukr
k=1 k=1j=1
da DN‘M =-Lyo Df’u und (h¥(u)); die Matrix von L, bzgl. der natiirlichen Basis ist. Aus der
Definition folgt unmittelbar ( fuiu}. = fu].ui):

k _ 1k

Generalvoraussetzung‘ Es sei f e C°.

Dann sind die 3. partiellen Ableitungen vertauschbar, also fu,.ujuk = ful.uku].. Daraus folgen die
folgenden Gleichungen

Satz 5.1 (und Definition) (a) Die Gauf- Gleichung Fiiralle i,j,k,s € {1,...,n} gilt:
a
b= gl Z(rl]rj I7rs)
= hjhi - hikhj
Rf.k]. heifit der Riemannsche Kriitmmungstensor mit Index (i,s,k, j).
(b) Die Codazzi-Mainardi-Gleichungen. Fiir allei,j, ke {1,...,n}
ohij  Ohy

—”——+i(r§jh ~T!h, ) 0.

auk au] =1

Beweis. Leite die Gaufische Ableitungsgleichung ab und setze dann die Ableitungsgleichun-

gen fiir fuiu,-uk _fuiuku,' ein.

0= _fuiuj - Efuiuk

L d 0
= S; (auk )fus + Z T furu = Z i fuu; + ( ” ij) N - (a_ujhik) N +hjjNy, = hix Ny
n n
Z( 'j _, zs‘k)fus+Zr;j(zrirfus+hkrN)_Zr;k(zrirfus"‘her)*'
s=1 r=1 s=1

d d
+(_hfj‘a ]hlk)N thh fus+h1k2hfus

Buk
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of

Der Koeffizient von 5;- ist 0, also gilt
d d !
0= e T3~ T+ 25 (T =~ Ty ) = = )
Der Koeffizient von N ist 0, also (beachte: h;j = hj;)
i d d
0= ~ (rijhkr - 1—‘z'kh]r) + auk h1] au] hlk

Wir wollen die Christoffel-Symbole mit Hilfe der g;; und ihrer partiellen Ableitungen aus-
driicken. Dafiir

Satz 5.2 Es gilt
ri'(]‘ = Z <fu,-u]-/fus)g5k

s=1
ko1 Z s (98is _ 98ij 985
24 ouj dus I,

Beweis. Es gilt

(fuiujrfus> =, F?]? (Fur fus) = 2 r;?gms

msn m<n
Also
n
Z (fu,-u]-/fus>g5k = Z Z r;;‘zgmsgSk = Z r;;lémk = r:‘(j
s=1 s<n msn m<n
Zyklisches Vertauschen von i, j, s ergibt (beachte: g;; = g;i)
0gii 0
a_ulsj = EYR <fui’fuj> = (fuiusrfuj> + (fui’fujus>
ogj
a_f = :(fujui/fus>+<fuj/fusu,->
9gsi
% = :(fuslt]-/fui>+<fusrfuiuj>
]
Also

_1(9gis 98 98js
(flliuj/fus) - 5 ( au]- o * ou;

Aus Satz 5.1 und 5.2 folgt:

Satz 5.3 (Theorema Egregium (fiir = 2 von C. F. Gau8)) Die 2. elementarsymmetrische Kriim-
mung Ko (ug) einer C3-Hyperfliche f : U — R"™! hingt nur von G(ug) und den einfachen und
zweifachen partiellen Ableitungen von G an der Stelle ug ab, ist also eine Grofle der inneren Geometrie.
Fiir n = 2 ist Ky = K (GaufSkriimmung).

Zum Beweis benétigen wir folgende Definition

Definition Betrachte die multilineare Abbildung R : T,,f x T, f x T, f - T, f. Dann heifit die
Bilinearform auf T, f

Ric(Y,Z) =tr(X » R(X,Y)Z)
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Ricci-Tensor; die Spur der Matrix der linearen Abbildung:
Tf ~ Tuf
X » R(XY)Z
Wir wiirden gerne noch einmal etwas wie die Spur bilden. Das ist fiir Bilinearformen p im

Allgemeinen nicht sinnvoll, aber man kann die Spur einer Bilinearform bzgl. eines Skalarpro-
duktes (-, -) bilden

tr<.,.) (,3) = Zn; ,B(uiz ui)/

wobei (u1,...,u,) eine ONB bzgl. (-,-) ist. Diese Definition ist unabhidngig von der Wahl der
ONB, da B = (B(u;,uj));; und B = STBS = S1BS dieselbe Spur haben (S' = S!, da beide ONB
sind und S Matrix des Basiswechsels). Bzgl. einer (beliebigen!) ONB Xj, ..., X, (bzgl. (-,-)) ist
die lineare Abbildung X — R(X,Y)Z gleich ((R(Xj,Y)Z, Xi))i,j/ also
Ric(Y,Z) = S (R(X, Y)Z, X;).
i<n
und
s:=tr ) Ric= Y > (R(X;, X)) X, Xi),
isn j<n

s heifit die Skalarkriimmung. Sie hdngt nicht von der Wahl der ONB Xj, ..., X;, ab.

Beweis. Betrachte die multilineare Abbildung R: T, f x T,,f x T, f — T, f, die definiert ist durch
R(X,Y)Z:=1I(Y,Z)LX -1I(X, Z)LY = (LY, Z) LX - (LX, Z) LY

Nach der Gaufigleichung (linke Seite) lasst sich Rj; durch die Christoffel-Symbole und de-
ren einfachen partiellen Ableitungen ausdriicken. Nach Satz 5.2 lassen sich die Christoffel-
Symbole durch die 1. Fundamentalform und deren einfache partielle Ableitungen ausdriicken.
Nach der Gaufigleichung (rechte Seite) ist st'kj = hijhy — high; also die s-te Komponente von
I( fu,, fu/)L fup = W(fuyr fu, )L fuj = R(fu,, fuj) fu;- Damit ist die multilineare Abbildung R also
durch G bestimmt und deren einfach und zweifachen partiellen Ableitungen bestimmt (da sie
auf der Basis f,, ..., fu, bestimmt ist).

Wir wiahlen eine ONB aus HKR und erhalten

5= 2 (R(X, X)X, Xi) = 30 3 <<LX}V X;)ﬁ— <ﬁ Xj)ﬁr Xj)

isn j<n i<n j<n

| E—
kX kX kX ki X;
- 1

Z k]k, = Tl(?l - 1)K2

i,j<n,i#j

Der Hauptsatz der lokalen Flichentheorie

Feststellung 5.4 (Eindeutigkeit) Seien f, f : U - R™' zwei Hyperflichen, wobei U zusammen-
hiingend sei, so dass g;j(u) = &ij(u), hij(u) = flij(u) fiir alle u € U, dann gibt es eine eigentliche
Bewegung B : R™! - R™! mit f = Bo f.
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Beweis. Fiir jedes u € U definiere eine lineare Abbildung A(u) : R"*! - R"*! durch

A(u)(fu, (1)) = fu, (),
A(u)N(u) = N(u)
furallei=1,...,n.
A(u) bewahrt das Skalarprodukt auf R"*!, da A(u) wegen gij(u) = gij(u) das Skalarprodukt
zwischen je zwei Vektoren der Basis ( fy,, ..., fu,, N) bewahrt. A(u) € SO(n+1),da (fu,, -, fu,, N)
und ( ful, ey fun, N) beide positiv orientiert sind. Zu zeigen A ist konstant:

= 0
fuiuj = a_ui(Afuj) = Aui(fuj) +A(fujui)
N“i = (AN)Ui = Ay, N+ A(N”i)/
andererseits gilt ¢/ = ¢/ und nach Satz 5.2 gilt fifj = l"i‘] Damit folgt aus den Ableitungsglei-
chungen
_]Elljll]' = Z f‘i‘cjfuk + flijN
k<n

= Z rZAfuk + hZJAN

k<n
= A (kzn T fu + hz-]»N) = Afuu,
Entsprechend fiir Nu,. = A(Ny,). Daraus folgt A,, = 0 fiir alle i. Da alle partiellen Ableitungen
konstant sind und U zusammenhangend, ist A konstant. Ferner £, (1) — A(f,, (1)) =0 fiir alle
i, also f - Af konstant (U zusammenhéangend). |

Satz 5.5 (Hauptsatz der lokalen Flichentheorie, O. Bonnet) Seien auf einer offenen Menge U c

R" matrizenwertige Funktionen (g;j);j : U - R™", (hjj);; : U — R™" gegeben, so dass die folgenden

Voraussetzungen erfiillt sind:

(1) gij € C?, hij € C! fiir alle i, j

(2) (gij)ij und (hij);; sind symmetrische Matrizen (d.h. g;; = gj; und hjj = hj; fiir alle i, )

(3) (&ij(u))i, positiv definit fiir alle u e U

(4) (gij)ij und (hyj); j erfiillen die Gauf$- und Codazzi-Mainnardi-Gleichungen aus Satz 5.1, wobei die
I“fj gemif$ den Gleichungen aus Satz 5.2 definiert sind
Dann gibt es zu vorgegebenen Anfangsbedingungen u©® e U, p@ ¢ R™!, X9, x{" ¢ R+
und <X§O),X;O)> = gij(u(o)) eine zusammenhingende Umgebung V c U von u(®) auf der genau
eine C3-Hyperfliche f : V — R™ existiert mit f(u(®) = p©, £, (u(©®) = Xl.(o) fiiri=1,..,n.
(ij)ij und (hij);; sind die erste und zweite Fundamentalform von f.

Beweis. vgl. Bla ke-Leichtweifs: Elementare Differentialgeometrie (ausfiihrlich) oder Kiihnel:
Differentialgeometrie (Beweisskizze).
Skizze des Beweisweges Betrachte dazu zundchst das System linearer partieller Differenti-
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algleichungen fiir X;, N
0X;

= Y TE X +hiiN
ou; k%; ik
oN ;
= h. ok X
al/li j,;n l]g g

Suche z.B. Y als C?-Funktion von x1, X, mit

oY oY
Fr f(x1,x2), Frol g(x1,x2)

Dann existiert eine solche C2-Funktion Y, wenn die folgende Integrabilititsbedingung gilt

9 _ 98 (wegen o oY )

ax2 8x1 axlaxz 8x28x1
Das Anfangswertproblem mit Anfangswerten X;(1(?)) = x;(0), N(u(®) = N©, wobei N der
Einheitsvektoren senkrecht zu X{O), vees X,SO) ist, mit det (Xgo),..., X,(lo),N (O)) > 0 (positiv orien-
tiert) ist, hat dann lokal eine eindeutige Losung. Dies folgt aus der Theorie der linearen parti-

ellen Differentialgleichungenssysteme, wobei die Integrabilititsbedingungen die Gleichungen
von Gauff und Codazzi-Mainardi (aus Satz 5.1) eine entscheidende Voraussetzung fiir die
Losbarkeit sind.

Mit diesen X; hat man das lineare partielle Differentialgleichungssystem

of
E =X
mit Anfangswert f(u(?)) = p(©) zu 16sen. Hier sind die Integrabilititsbedingungen
0X; 09X

erfiillt, wegen der Symmetrien von h;; = hj; und Fi-‘]- = 1";.‘1-.
SchliefSlich muss man zeigen, dass das so definierte f die gewiinschten Eigenschaften hat. Die
Eindeutigkeit hatten wir in Proposition 5.4 gezeigt. |

Satz 5.6 (Falls rgL > 3 ist, dann bestimmte die erste Fundamentalform schon die zweite,
bis auf Vorzeichen) Seien f, f : U — R™! zwei C3-Hyperflichen mit der gleichen ersten Funda-
mentalform (g;j(u));; = ($ij(u));; fiir alle u € U. Sei u € U mit xg Ly > 3 (damit n > 3), dann gilt
(hij(u))ij = £(hij(u))i .

Definition Zwei Hyperflichen f : U - R™*!, f: I - R™*! heilen isometrisch, wenn es eine
Parametertransformation @ : U — U gibt, so dass f und f o ® die gleiche erste Fundamental-
form haben.

Sie heiflen lokal isometrisch, falls es fiir alle u € U eine Umgebung V von u gibt und ein i € U
mit Umgebung V c U, so dass die Einschrankung f ‘V und f |‘7 isometrisch sind.

Satz 5.7 (Flichen mit gleicher konstanter GauSkriimmung sind lokal isometrisch) Seien f :
U - R3, f:U - R® C3-Flichen mit gleicher konstanter Gaufkriimmung. Dann sind f und f lokal
isometrisch.

Satz 5.8 Sei f : U — R™! eine Hyperfliche (n > 2), f € C> und U zusammenhingend. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:
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(i) Jeder Punkt ist ein Nabelpunkt (d.h. ky(u) = ... = k,(u))
(ii) f(U) ist in einer Hyperebene oder einer n-Sphiire (= Kugeloberfliche) c R™*! enthalten

Beweis. (ii) = (i) L =0 fiir eine Hyperebene und L = :l:%id fiir die Sphéare vom Radius r.

(i) = (ii) Aus ki(u) = ... = kp(u) fir alle u € U folgt, dass es ein A : U - R gibt mit L, =
A(u)id. Also DN = -ADf, also Ny, = -Af,,. Partiell nach u; abgeleitet: Ny, = —A fuu, -
Auj fu;, also insbesondere

Ay = M = Nugis = Nuy = = Fua = A
also A, fuj = )Lu], fu;, also wegen der linearen Unabhingigkeit von f,,, fuj fir i # j folgt
Ay, = /\u,- =0, also ist A konstant (wegen U zusammenhangend).
Falls A =0, dann ist DN =0, also N konstant, also f(U) in einer Hyperebene enthalten.
Falls A # 0, dann ist DN + ADf = 0, also N + A f = ¢ konstant, also
1=(N,N)=(c=Af,c=Af) = [c-Af],

also ist f(U) in einer Sphare mit Radius  und Mittelpunkt £ enthalten.

6 Die kovariante Ableitung, Parallelverschiebung und Geoditische

Definition Sei f : U — R"™ eine n-Flache (U c R" offen, n = 1 zugelassen). Ein Vektorfeld Y
langs f ist eine Abbildung Y : U — R™. Es heifit tangential, falls Y(u) € Df,(IR") fiir jedes
uel.

Bezeichnung 7, : R" - Df,(IR") bezeichne die orthogonale Projektion auf den Tangential-

raum (an der Stelle u)
Fiir Hyperflache (m = n +1) ist also 77,(X) = X - (X, N(u)) N(u).

Sei f: U — R""! im Weiteren eine Hyperfliche

Definition (und Lemma) Seien Y : U - R"*! ein tangentiales C!-Vektorfeld lings f und x €

Df,(R"). Dann definiere die kovariante Ableitung von Y in Richtung x (an der Stelle u)
viY|, = (Dyu(Df\;l(x))) - DY, (Df\j) - (Dyu(Df|;1(x)),N(u)) N(u).

\Y xY|M ist also der Tangentialanteil von DY,, (Df,*(x)).

Falls X € C""!, Y € C” tangentiale Vektorfelder sind und f € C’, dann ist V, Y (mit u +> V X(u)Y‘u)

ein tangentiales C"~!-Vektorfeld langs f.

Bezeichnung Sei & : U - R € C!. Dann bezeichne & Y das tangentiale Vektorfeld mit
aY =a-Y(u):=a(u)Y(u)

Satz 6.1 (Rechenregeln fiir V) Seien a,f : U - R, a,f € C!, X,Y,Z : U - R™! tangentiale
Vektorfelder lings f. Dann gilt:
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(i) Vax+pyZ =aVxZ+BVyZ (Linearitit von V,Z)
(i) Vx(Y+Z) = VxY +VxZ (Additivitit von V()
(iii) Vx(xY) = avxY +(Da(D 7 (x) )) Y (Produktregel fiir Vx(-))

Beweis. (i) + (ii) Klar (Einsetzen in VXY‘M =71y (DYu(Df|;1(X)))
(iii) Es gilt
Vx(aY)|, = 7 (Daf, (DF;1(X))) Y () +a(u)DY]| (Df], (X))
= a(u)VxY], +Da| (D (X))Y(u),
da r,(Y(u)) =Y(u).
]

Sei u € U und x € Df,(R"). Sei 4 : I —» U eine C'-Kurve und ty € I mit y(ty) = u und
(fov)*(to) = x. Dann gilt
-1 .
Vx|, = m(DYu(Df|, (fon)" ()
DA, (i(t))

7(tp)
= Ty (ty) (DYt (7(t0)))
= Ty (1) (Y 07)*(t0))
v XY‘u hangt also nur von Y oy ab. Daher ist folgende Definition mit der Definition von V fiir
tangentiale Vektorfelder langs f vertraglich

Definition Fiir eine C!-Kurve c = fov : [ - R""! mit f und ein an f tangentiales C!-Vektorfeld
Y : I - R"! langs c ist die kovariante Ableitung (in Richtung ¢) definiert durch

Vc’(t)Y‘t = Ty (h) (Y(t))

Definition Falls Y : U - R"*! ein tangentiales C!-Vektorfeld langs f ist, dann heifit Y parallel,
falls VXY‘M =0 fur alle u e U, X e Df,(R").

Falls Y : [ » R"*! ein an f tangentiales C!-Vektorfeld langs einer reguldren Kurve ¢ = foy :
I - R™! (auf f) ist, dann heifst Y parallel lings ¢, wenn V.Y = 0 ist, d.h. falls Y(t) und
N((t)) fiir alle t € I linear unabhédngig sind.

Feststellung 6.2 Seien X,Y : [ » R™*! parallele an f tangentiale Vektorfelder lings c = f o~y. Dann
ist (X,Y) konstant. Also sind auch |X|, |Y|, <(X,Y) konstant.

Beweis. Es gilt
(X,Y)* = (X, Y)+(X,Y)
= (777(}'(),1/) + (ny(Y),X> (wegen X, Y tangential an f)
=(VeX,Y)+(X,Ve(Y)) =0,
also (X, Y) konstant (insbesondere dann auch (X, X), <(X,Y). |

Feststellung 6.3 Sei c = f o v eine nichtkonstante C>-Kurve. Dann sind dquivalent
(i) Ve¢=0
(ii) c ist eine Geodiitische und |¢| ist konstant.
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Beweis. (i) < (ii) Aus (i) folgt |¢| konstant nach 6.2, also setze o0.E. |¢| = 1 voraus. Dann

ist
£ =¢é =xep = (kep) ™8 + (ke,, NN
(kex) ™8 = 71..(¢) = Ve,
also ist dann |V = ‘Kg‘ Betrag der geodatischen Kriimmung. [ ]

Achtung In der Literatur werden Geodétische meist tiber V¢ = 0 definiert, also ||¢| konstant

mit gefordert.

Wir wollen die kovariante Ableitung in der natiirlichen Basis des Tangentialraumes aus-
driicken
Sei Y : I - R"! ein an f tangentiales C!-Vektorfeld langs c = fo~y: [ - R"*!. Sei
Y(t) = 2 mi(8) fu, (v(1))
i<n
(Darstellung des Tangentialvektors in der natiirlichen Basis). Dann ist

Y(t) = >3 (8) fu (v () + 21 (8) (fu, 0 7)* (1)

i<n i<n

Mit v = (71, ..., Yn) ist
(for)*(t) = X fuu, (v (1)) 7;(t)

j<n

=2 (Z T (Y () fue (v (£)) + hij('Y(t))N('Y(t))) 7i(t),

j<n \k<n

also (Normalenanteil fillt weg, Projektion!)

Ve Y], = () fu (v(0) + 3 30 3 1 (OT(v(5) fu (v(5)15(8)-

i<n i<n j<n k<n
Umsortieren ergibt:
Ve Y], =X (m-(t) 533 rz]-w(tmj(t)nk(t))fui<v<t>> (*)
i<n jsnksn

Damit sieht man, dass VC-Y‘ . nur von der 1. Fundamentalform abhéngt. D. h. genauer:

Folgerung 6.4 Seien f, f : U - R"™! zwei C3-Hyperflachen mit derselben Matrix der 1. Fun-
damentalform fiir alle u € U, ¢ : I - U eine C'-Kurve, Y(t) = Yic, 7:(t) fu, (7(t)) und Y(t) =
Sicn 1i(1) fu; (7(t)). Sei ¢ = foy und ¢ = f o . Dann folgt
(Ve Y(0), fus (Y (D)) = (Ve Y (B), fur (1(1)))

Beweis. Klar mit Satz 5.2 und (*). [ |

Sei Y ein tangentiales C!-Vektorfeld langs f,

apg-05| Lemma 6.5 (Invarianz von V unter Umparametrisierungen) Sei ¢ : V — U eine Parameter-
transformation und f = fop, Y = Yog, v eV, u = ¢(v), X € Dfy,(R") = Df,(R"). Dann gilt
Vx?‘v = ny‘u.
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Beweis. Beachte N(v) = +N(u). Ausrechnen gibt direkt
ol - -1
Vx¥], = 7 (D(Y 0 )|, (D(f o 9)], (X))

- T (DY\M(Df|;1(X))) = vxY|,
]

Satz 6.6 (Existenz paralleler Vektorfelder lings Kurven und Parallelverschiebung) Seien c =
fovy:I—R"eine regulire C*-Kurve auf der Hyperfliche f, ty € I, Yo € D frr(to) (R™). Dann existiert
genau ein eindeutiges an f tangentiales Vektorfeld Y : I — R"*! lings c, dass parallel lings c ist, mit
Y(to) = Yo. Der Vektor Y(t1), t1 € I heifit die Parallelverschiebung von Yj lings ¢ an der Stelle
t.

Beweis. Wegen (x) ergibt sich das gesuchte Vektorfeld aus Losung des Anfangswertproblems
des gewohnlichen linearen Differentialgleichungssytems fiir #1(t),...,7,(f) (wobei

Y(t) = Xicu i () fu; (7(£)))
() + > ST (Y Ti(m(t) =0 fari=1,..,n,

jsnk<n
mit Anfangswert Y, 7i(to) fu;(7(to)) = Yo. Ein solches Anfangswertproblem besitzt eine ein-
deutige Losung auf I. n

Aus Proposition 6.2 folgt, dass bei gegebenem v, ty und t;, die Parallelverschiebung lidngs c
eine lineare Isometrie von Df, (;,)(R") nach Df, ) (R") induziert, ndmlich die Abbildung

Yy — Parallelverschiebung von Yj ldngs c an der Stelle ;.

Achtung Die Parallelverschiebung hingt zwar nicht von der Parametrisierung von c = f oy

ab, aber im Allgemeinen von der Kurve.

Bemerkung 6.7 Seien f, f : U — R"*! zwei Hyperflachen, die sich lings der Kurve c = foy :
I - R™! beriihren, d.h. c = foys= f oy und N o+ = No+. Dann stimmt die Parallelverschie-
bung lings c fiir die beiden Hyperflachen tiberein.

Beweis. Die kovariante Ableitung VC-Y‘ ;= nv(t)(Y(t)) stimmt fiir die beiden Hyperflichen
uberein. |

Beispiel Sei c ein Breitenkreis auf der 5% c R®. Betrachte den Kegel, der die S? in ¢ (tangential)
beriihrt. Den Kegel kann man in die Ebene abwickeln (isometrisch zur Abbildung)

In der Ebene ist die Parallelverschiebung die tibliche, d.h. der Vektor ist konstant. Andererseits
bleibt das Vektorfeld parallel, wenn es von der ebenen Menge auf den Kegel iibertragen wird
(vgl. Folgerung 5.12). Man sieht auch die Wegabhéngigkeit.

Dieses Beispiel kann verallgemeinert werden

Beispiel Schmiegtorse Sei « = fov : [ - R? nach Bogenlinge parametrisiert und & sei fiir
kein t € I eine Asymptotenrichtung. Betrachte die Regelfliache
N(y(t)) x (N o7)*(t)

Ft,0) =a(t) + o= 0 3o

Fiir diese gilt:
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(1) Sie bertihrt f lings « (tangential) und ist in einer Umgebung von v = 0 regular

(2) Sie ist eine Torse (K = 0), also nach Satz uiber Torsen lokal isometrisch zur Ebene (abwi-
ckelbar)

(3) Sie ist die Einhiillende der Familie der (affinen) Tangentialebenen von f ldngs «

Satz 6.8 (Existenz von Geoditischen) Sei f : U — R"! eine C3-Hyperfliche, ug € U, Yy €
Df ‘u(]R”) und |Yo| = 1. Dann gibt es ein € > 0, so dass es genau eine nach Bogenlinge parame-
trisierte Geoditische ¢ = f oy : (—¢,&) — R™! gibt mit y(0) = ug, v € C1, ¢(0) = Yp.

Beweis. Mit ¢ = (71, ..., ) ist
() = (fom)*(®) = 20 fu (YD) i)
i<n

also in (*) #;(t) = 7i(t) zu setzen (V¢ = 0). Also

0=4i(t)+ > 2 T (v())Fj(D)x(t) firi=1,..,n, (++)

j<nk<n

ein gewohnliches nichtlineares Differentialgleichungssystem 2. Ordnung fir ¢ = (71,..., Yn)-
Das Anfangswertproblem von (+x*) mit (0) = up, (f o¥)®(0) = Yy ist nach Sétzen tiber ge-
wohnliche Differentialgleichungen lokal eindeutig 16sbar.
(#%) heifit Differentialgleichung der Geoditischen. ]

Beispiel (1) Es gilt

Vs, fu, = 0 (Dfu | (DA ()

u (Dfu, | (ui))
(
(

|
N

1l
N

u [2ﬂﬁuJu)
Tty Df“i”j'y)
::vﬁﬁf%

(2) Achtung im Allgemeinen VxY # VyX.
Betrachte dazu f(uq,u2) = (uj,up,0) Ebene, X(uq,uz) = (1,0,0) konstant, Y (uy,up) =

(11,0,0). Dann ist
10 1
vxY],=[0 0 (1) =10},
0

00

-1
v, bf|, @

u

aber VyX ‘0 =0, da X konstant!

Definition Seien X,Y tangentiale C!-Vektorfelder lings f. Dann heif3t
[X,Y]:=VxY-VyX
die Lie-Klammer von Y und Y.

Beispielsweise ist [ f,,, fu].] = 0 nach Beispiel (1). Offensichtlich ist [-,-] R-bilinear und schief-
symmetrisch, d.h. [X,Y] =-[Y, X].

Satz 6.9 (und Definition, Variante der Integrabilititsbedingungen) Seien X, Y, Z tangentiale C*-

Vektorfelder lings einer C3-Hyperfliche f : U — R"*1. Dann gelten die folgenden Gleichungen

doppelst
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(a) Gaufs-Gleichungen
R(X,Y)Z:=VxVyZ-VyVxZ-VixyZ=(LY,Z) LX - (LX,Z) LY
=1(Y,Z)LX -1I(X, Z)LY
R(X,Y)Z heif$t Kriimungstensor von f.
(b) Gleichungen von Codazzi-Mainardi

Vx(LY) - Vy(LX) - L([X,Y]) =0

Beweis. Nachrechnen analog zu Satz 5.1 oder durch eine Koordinatendarstellung auf Satz 5.1
zuriickfiihren. |

Folgerung 6.10 Der Wert von R(X,Y)Z = VyVxZ - VyVxZ - V[x,y]Z an einer Stelle u héngt
nur von den Werten der Vektorfelder X,Y,Z an der Stelle u ab (nicht von den Ableitungen,
betrachte rechte Seite der Gaufigleichung) und nur von der ersten Fundamentalform von f in
einer Umgebung von u ab (betrachte linke Seite der Gleichung).

Satz (iiber implizite Funktionen) Falls F: U - R™, U c R" offen, n > m, F € C". Sei a € F(U)
ein regulirer Wert, dann ist F~1(a) eine (n — m)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R".

Definition Sei F : U - R”, U ¢ R" offen, n > m, F € C'. Ein Punkt p € U heifst kritischer
Punkt von F, falls das Differential DF, : R" — IR™ nicht surjektiv ist.

Das Bild F(p) € R™ eines kritischen Punktes heif3t ein kritischer Wert von F, sonst reguldrer
Wert.
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2 Differentialgeometrie II

1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Definition Seir e Ngu{co}. Sei M eine Menge. Ein n-dimensionaler C"-Atlas (O, ¢4 )sca auf
M ist eine Familie (¢4)4ca (A Indexmenge) von Abbildungen ¢, : O, — Uy, so dass fiir alle
ne A

(i) Oy c M und Ugep Oy = M,

(ii) @4 bijektiv und U, c R”,
(iii) fiir alle &, B € A mit O, N Op # @ ist pa (O N Op) offen in R” und

P50 P Pu(Oun Op) » (O Op) € C.

Sei (@u)aea ein Atlas auf M. Dann heifit jedes @, eine Karte, ¢,' eine Parametrisierung,

Uy = (O, ) Parameterbereich, O, eine Kartenumgebung.

Feststellung 1.1 Sei (Oy, @u)nea ein n-dimensionaler C"-Atlas auf M. Dann definiert
{0 c M| 9u(OunOpg) c R offen fiir alle a € A}
eine Topologie auf M. Beziiglich dieser Topologie sind die ¢, Homdomorphismen (d.h. ¢, bijektiv,
-1 .
Pu, ¢, Stetig).

Im Weiteren betrachten wir M als topologischen Raum mit dieser Topologie.

Definition (und Festellung) (a) Zwei n-dimensionale C"-Atlanten auf M heifSen
(C"-)dquivalent, wenn ihre Vereinigung wieder ein C’-Atlas ist. Dies ist eine Aquivalenz-
relation auf einer Menge der C’'-Atlanten auf M.

(b) Sei O = (Oy, ¢a)nea n-dimensionaler C'-Atlas auf M. Dann ist

{¢:0 - U|OcM offen, U c R" offen, ¢ bijektive Abbildung, so dass
Puo @ @(ONO,) = ¢ (ONO,) fiir alle a € A ein C’-Diffeomorphismus ist}
ein C’-Atlas, der O umfasst und damit zu O dquivalent ist.

Der eben konstruierte C’'-Atlas heifst der zu O dquivalente maximale (oder vollstindige)
C’-Atlas. Offensichtlich der grofite zu O dquivalente C’-Atlas.

Definition Eine n-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit ist eine Menge M, zusammen mit einer
Aquivalenzklasse von C’-Atlanten (meistens r = c0). Diese Aquivalenzklasse nennt man eine

differenzierbare Stuktur auf M.

Definition C’-Mannigfaltigkeit heift auch topologische Mannigfaltigkeit,
C*-Mannigfaltigkeit heifSen differenzierbare Mannigfaltigkeit,
n-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit heifst n-Mannigfaltigkeit.

52
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Pu U,

Generalvoraussetzung im Weiteren: Alle auftretenden Mannigfaltigkeiten sind Hausdorffrau-
me (T-Rdume), versehen mit einer abzédhlbaren Basis fiir die offenen Mengen (2. Abzéhlbar-

keitsaxiom).

Beispiele fiir Mannigfaltigkeiten (1) Jede offene Teilmenge U c R" ist eine n-Mannigfaltig-
keit, darstellbar mit einer Karte id : U — U (Standardstruktur).

(2) R mit dem Atlas mit einziger Karte ¢ : R — R : t = t>. Dies definiert eine andere dif-
ferenzierbare Stuktur auf R als die Standardstruktur, denn ido ¢! : R — R ist nicht
differenzierbar (¢ = 0).

(3) Der (abstrakte) n-dimensionale Torus R" /7" (Faktorgruppe bzgl. +). Also Kartenumge-
bungen von [x] = [(x1,..,%;)] (Aquivalenzklassen) kann man offenen Wiirfel

1

Wy = (x1 L+ E) X e X (xn - %,xn + %) wahlen, mit der Abbildung ¢ : wy - R" mit

27
¢x(y) =y - x. Die Kartenwechsel sind dann Translationen. Fiir den 2-dimensionalen Torus

reichen die drei Karten mit Zentren (0,0), (%, %) , (%, %)

Definition Sei M eine m-Mannigfaltigkeit, N eine n-Mannigfaltigkeit, F : M - N eine Abbil-
dung. F heifdt differenzierbar (geschrieben F € C*), falls fiir je zwei Karten (der maximalen
Atlanten) ¢ : O — U von M (also U c R™ offen) und ¢: O - U von N (also U c R" offen) mit
F(0O) c O die Komposition ¢o Fo ¢! in C™ ist.

Definition F Diffeomorphismus :<= F bijektiv, F € C® FleC™
Diffeomorphie ist eine Aquivalenzrelation auf der Klasse aller Mannigfaltigkeiten. Die Aqui-
valenzklassen heifien Diffeomorphieklassen.

Beispiel R mit der Standardstruktur und mit der Stuktur aus Beispiel (2) (Karte y(t) = t°) sind
diffeomorph. F : R - R mit F(t) = </t definiert einen Diffeomorphismus, denn o F o id™! = id.

Einige (schwierige) Sdtze tiber Diffeomorphieklassen der folgenden topologischen Mannig-
faltigkeiten:
R" n + 4 besitzt nur eine Diffeomorphieklasse (Stalleige 1962),

n = 4 {iberabzéhlbar viele Diffeomorphieklassen.
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§" (n-dimensionale Sphére): n < 6 nur eine Diffeomorphieklasse (Milner 1956),
n > 7 verschiedene Diffeomorphieklassen,
n =31 > 16 Mio. verschiedene Diffeomorphieklassen (exotische Sphdre).
Jede topologische n-Mannigfaltigkeit M mit n <3 hat nur eine Diffeomorphieklasse.
Jede topologische Mannigfaltigkeit M mit dim M < 4 besitzt (mindestens) eine differenzierba-
re Struktur.
Fiir n = 8 und fiir jedes n > 10 gibt es eine topologische Mannigfaltigkeit, n-Mannigfaltigkeit,

die keine differenzierbare Struktur zuldsst (non-smoothable manifold).

Satz 1.2 Jeder maximale C"-Atlas, r > 1, enthiilt einen C*°-Atlas (Whitney 1936, Beweis z.B. in
Munkres: Elementar Differential Topology).

Bemerkung zur Definition der differenzierbaren Abbildung. Wenn (Oy, ¢n)nea, (@ﬁ,lpﬁ) BeB
Atlanten auf M bzw. N, dann ist F : M — N differenzierbar genau dann, wenn fiir alle

e A, BeBmitO, nF! [@5] * @ gilt:
YpoFog, s 9u(OunF ' [Op]) - Uy

ist in C*.

Definition (starkere Strukturen auf einer Mannigfaltigkeit) Eine Mannigfaltigkeit heifst reell
analytisch, falls alle Kartenwechsel ¢4 o @;! reell analytisch sind, mit konformer Struktur,
falls alle Kartenwechsel konform (winkeltreu), d.h. das Differential an jeder Stelle ein Vielfa-
ches der Identitit, affin, falls alle Kartenwechsel affine Abbildungen sind (z. B. : Torus R" /7"
mit Atlas aus dem Beispiel), orientiert, falls alle Kartenwechsel orientierungserhaltend sind

(d.h. positive Funktionaldeterminante an jeder Stelle).
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2 Tangentialraum und Vektorfelder

Vereinbarung zur Notation Fiir eine Karte ¢ bezeichnen wir mit (ul,...,u") die Standard-
koordinaten des R", mit (xl,..., x") die Koordinatenstruktur in M genauer als Abbildung ut
Projektion des R" auf die i-te Koordinate

ul(at,..,a") =a
und

X (p) = u'(@(p)).
Andererseits fassen wir u’, x' als Variablen auf, nach denen partiell differenziert werden kann.
Fiir eine differenzierbare Funktion f : M - R (R mit Standardstruktur) setze

af | _afoe )

o , : ™ , wobei p € O, ¢ : Oy - U, Karte.

o(p)

Sei im Weiteren: M stets eine n-fache Mannigfaltigkeit (also n-dimensionale C*°-Mannig-

faltigkeit, die Generalvoraussetzung erfiillt).

Definition und Bezeichnung Die Menge offenen Umgebungen von p sei
O(p):=={Oc M| O offen, pe O}.
Die Menge der Funktionskeime
Fp(M):={f:0->R|OeO(p),f differenzierbar} /.,
wobei die Aquivalenzrelation ~ definiert ist durch
f~g:30e€0(p):0cO1nOy wo f|, =8|, (f,§: 012~ R),

ist in natiirlicher Weise eine Algebra (also R-Vektorraum, Ring mit Eins) mit den Verkniip-
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fungen (reprasentantenunabhangig!)

[f1-[8]=1fel,  AlfI+plgl = [Af +pg)

Definition Eine Derivation auf F,(M) ist eine Abbildung X : 7,(M) - R, mit
(i) R-Linearitat (d.h. X(Af +ug) = AX(f) +uX(g) (A, ueR, f,g € F,M)),
(i) X(fg)=X(f)g(p)+f(p)X(g)(f, g€ FpM).

Definition T,(M):= {X cFp(M) - R [ X Derivation} heifit der Tangentialraum von M in p.
Die Elemente von T,M heiflen Tangentialvektoren, X(f) nennt man auch Richtungsablei-

tungen von f in Richtung X.

Feststellung 2.1 T,(M) ist in natiirlicher Weise ein (R-)Vektorraum. Seien X,Y € T,M, A, u € R.
Dann ist AX + uY definiert durch (AX +uY)(f) = AX(f) + uY(f).

Beweis. AX + uY linear, klar.

AX+uY)(fg) =AX(fg) +uY(fg)
=A(X(f)g(p) + f(P)X() +u(Y(flg(p) + f(p)Y(8))

=8(P)AX+pY)(f) + f(P)(AX +pY)(g)
Damit AX +uY € T, M. |

Beispiel Sei ¢ : O — U eine Karte von M,p € O,(x}, ..., x") die Koordinatenabbildung der
Parametrisierung ¢!,

of

ox o(p)
Achtung: Definition hdngt von der Karte ¢ ab.

_(fee™)

p ou!

. Man schreibt 8i|p(f).

Interpretation: Ableitung von f der i-ten Parameterlinie von ¢ 1.

0
Feststellung 2.2 —| ¢ T, M.
ox' |y

Beweis. Die partiellen Ableitungen von fo ¢! an der Stelle p sind linear und erfiillen die
Produktregel und sind offensichtlich reprasentantenunabhingig.

Beachte: (fop™')(go@™!)=(fg)oep™". n
Feststellung 2.3 Fiir X € T,M und f € F,M konstant == X(p) =0

Beweis. Seizundchst f = 1. Dann folgt X(1) = X(1-1) = X(1)1+1-X(1) =2X(1), also X(1) =0.
Damit X(c¢) = X(c-1) =¢X(1) =0. ]
)

VA4 axn

Basis von T, M, genannt die natiirliche Basis von T, M bzgl. ¢. Dabei gilt fiir jedes X € T, M:

S X(xl) 2
XZ X.x -—
i ox' I

eine

Satz 2.4 Sei ¢ : U — V eine Karte mit den Koordinaten X!, X, p € U. Dann ist % .
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Beweis. Sei ohne Einschriankung ¢(p) = 0.

Fiir ein beliebiges Element aus F, M wihle einen Reprdsentanten f: - R, feC™, Ucu
mit p € U, so dass ¢(U) c V c R" eine offene Kugel mit Mittelpunkt ¢(p) = 0 ist. Definiere
h:=fo@eC™. Dann ist

1
h(u):h(0)+/0 %h(tu)dt
:h(0)+/012n;a—hi(tu)uidt

=h(0) + Z —h(tu)dt
\__._q(_____/
=thi(u)
mit i; : o(U) - R e C*. Also ist:

h(u) = h(0) + > hau'

i<n
Wegen f =hog,x' =u'o@mit f;:=hjogist f = f(p)+ ¥ fix' auf U. Damit %‘p = fi(p)-
Fiir X e T,M folgt

X(f)=X(f(p)+ X fix')

= 2 [ XU (p) +fi(p) X (+')

| —

—O Vor.
Z axl

X(x')
- (2xe) )(f)

und - Erzeugendensystem von T, M.

also X = ¥, X(x') %

Lineare Unabhingigkeit: Sei 0 = ). Al %‘p und A’ € R. Setze x' = u' o @ ein:
i 0x
0=) A —

Z oxt .

da ax = 6jj. Da j beliebig, folgt A' = ... = A" = 0. n

=\

7

Lemma 2.5 (Transformationverhalten bei Kartenwechsel) Seien ¢,y Karten in einer Umgebung von

p. Seien x,..., x" mit x' := u' o @ bzw. y',...,y" mit y' := u’ o ¢ die Koordinaten in M bzgl. ¢ bzw. .
Sei X € T,M. Dann nach Satz 2.4

L 0

1 . 0
X, =) X,(x' —‘ =Y X,(y'") —

i=1
Die Transformationsregel ist
ox'

g

i=1 y] P

d

oxtly

7
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also Xp(x') = ¥, g;] X, (y') mit
Xp(ul o) Xp(“l‘”lj)
. -1 .
N LG I ¢
Xp(“noﬁo) Xp(“now)

d.h. die Jacobimatrix des Kartenwechsels ist gleich der Basiswechsels der natiirlichen Basis des T,M

n bzgl. P nach (a/axi\p),-zl,_,,,n bzgl. ¢).

/////

bzgl. der beiden Karten (von (a/ayf\p)l-zl

(f) - ia(uoq) )

i=1 ouw

(f) m

.0 ‘ 0
Beweis. —| (f) =) —
oy’ » ay/

n
i=1

( ) axl axl

¥(p)

~uiog

Definition TM:= Wpem M heifst das Tangentialbiindel von M, mit Totalraum TM, Basis-
raum M und Biindelprojektion 77 : TM - M : 1(X) = p, falls X € T,M. w ' (M) = T,M heifit
Faser des Biindels iiber p € M.

Genauer: Das Tangentialbiindel ist das Tripel (TM, M, 7).

Feststellung 2.6 (und Definition) TM ist eine (2n)-Mannigfaltigkeit (n := dim M) und 7t eine
differenzierbare Abbildung mit dem Atlas (Pa)nea auf TM, wobei (@q)aea ein Atlas von M sei und
@u 1 T H(O4) > @4 (O4) xR, die Biindelkarte, definiert ist durch

Pu(Xp) = (%t(P)/ (Xp(”i © 90”‘)1‘:1,...,11)’
wobei die 2. Komponente von X, der Koordinatenvektor der natiirlichen Basis von T, M bzgl. der Karte
@o fiir Xp € TyM, p € O,.
Zudem ist @, bijektiv (Satz 2.4) und @,(O,) x R" c R" x R" = R*" offen.

Beweis. @, (7 1(Oy)n? (Op) = ¢ (1 (Oxn (’)ﬁ)) offen in R?", Klar. Die Differenzierbarkeit
des Kartenwechsels (C*) folgt mit Lemma 2.5 (Jacobimatrix des Kartenwechsels ist in C).
Dass TM ein Hausdorffraum ist, tibertragt sich von M.

Abzidhlbare Basis der Topologie: Da die Topologie auf M eine abzdhlbare Basis besitzt, gibt
es einen abzdhlbaren Atlas auf M. Wahle zu jeder Basismenge einen Karte ¢, des voll-
stindigen Atlanten aus, die die Basismenge als Definitionsbereich hat (x € A, A abzihl-
bar). {@,*(B) | B B,} ist die gesuchte Basis. B, ist die abzahlbare Basis der Topologie auf
B xRR". |

Bemerkung und Definition Allgemeiner definiert man ein Vektorraumbiindel {iber eine(n)

differenzierbare Mannigfaltigkeit .
als (E, 7t, M) mit

topologischer Raum

7

topologischer Raum

E differenzierbare Mannigfaltigkeit . differenzierbar, surjektiv
= , 7T E — M
stetig, surjektiv

mi(p) = E, ist ein k-dimensionaler Vektorraum (fiir ein festes k) und es gilt lokale Trivia-

, . . . ) Diffeomorphismus
litat: Fir jedes p € M gibt es eine Umgebung U von p und einen

Homoomorphismus
p:r(U) > UxRF, sodass Vge M: g (1 {q}) = {g} xR
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Definition Ein differenzierbares Vektorfeld auf M (kurz: Vektorfeld) ist eine differenzierba-
re Abbildung X : M - TM mit 7o X = idy, d.h. fiir alle p € M gilt: X(p) € T,M.

Auch genannt: differenzierbarer Schnitt in das Tangentialbiindel.

Notation: X, fiir X(p).

Definition und Bezeichnung F(M):={f: M — R | f e C*°}, mit den nattirlichen Operationen
+und -, ist ein kommutativer Ring mit Eins.

X (M) ist der Raum der differenzierbaren Vektorfelder auf M, betrachtet als F(M)-Modul
auf M mit den Operationen

(fX)p = f(p)Xp, (X+Y)p=Xp+Y).
Fir X e X(M), f € F(M) bezeichne X f die Funktion (Xf)(p) := X,(f) (genauer: X,[f]). Also
ist Xf e (M) wegen der Differenzierbarkeit von X.

Satz 2.7 Sei X : M — TM eine Abbildung mit 7w o X =idps. Dann gilt:

XeX(M) = VfeF(M):XfeF(M)
Umgekehrt kann man jede Abbildung X : F(M) - F (M), die R-linear und derivativ ist als Vektorfeld
aufgefasst werden (insbesondere differenzierbar!).

Beweis. Ubung. |
Definition X derivativ <= X(fg) = f(Xg) + g(Xf)

Bemerkung Der F(M)-Modul X (M) braucht keine Basis zu besitzen, d.h. er ist nicht immer
frei. TM braucht nicht trivial zu sein, d.h. TM braucht nicht diffeomorph zu M x R" zu sein.
TM ist trivial, wenn es n Vektorfelder Xj, ..., X, gibt, so dass (Xllp,..., Xn,p) fiir jedes p e M
eine Basis von T, M ist. M heifit dann parallelisierbar.

Z.B.:S!,83,57 sind parallelisierbar, d.h. TS ~ ST xR, TS® ~ $3 xR3,TS” ~ S” xR?. Fiir n
gerade ist TS" nicht trivial, denn jedes Vektorfeld X auf S" (n gerade) hat (mindestens) eine
Nullstelle (fiir n = 2 Nicht-Kammbarkeit des Igels).

Definition (und Proposition) Seien M eine n-Mannigfaltigkeit und M eine m-Mannigfal-
tigkeit. Dann definiere die (1 + m)-dimensionale Mannigfaltigkeit M x M, das Produkt der
Mannigfaltigkeiten M und M, durch @, x §g : Oy x Op > U, x Ug ¢ R" x R™ = R"*", wobei
(Our Pu)nehs ((7)/5, ®p)pep Atlanten von M bzw. M sind.

Mit dieser Definition wird M x M eine (n + m)-Mannigfaltigkeit mit dem Atlas
{@ax@p| e A BeB} und die Projektionen p : Mx M — M,p : Mx M - M sind differen-
zierbar.

Ix?) x>0

. exp (-
Bemerkung (1) /7 : R - R mit iy (x) := eC*™.
0 ,x<0

(2) hy : R > R mit hp(x) := hi(x +b)hy(—a—x). Dann ist hy(x) > 0 fiir -b < x < —a, hp(x) =0
sonst.
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Y ho(t) dt
I ha(t)dt
(4) hy: R - R mit hy(x) := hg(x)h3(-x) € C*. Dann hy(x) = 0 fiir |x| > b, hy > 0,hy(x) =1 fiir

(Ix[ <a).

(B) h3:R - R mit h3(x) :=

Lemma 2.8 (a) U c R" offen, p € U. Dann gibt es V c U offen mit p € V und h : R" — R mit
h(x)=1fiirxeV,h(x)=0flirx¢U heC®,0<h<1

(b) Sei M eine n-Mannigfaltigkeit, U c M offen, f : U - R € C*,p € U. Dann es gibt V c U offen
mit peVund g: M- Rmit g|,, = f|,, g(x) =0 fiir x ¢ U,g € C™.

(c) TyM und TPM = {X:F(M) - R | X Derivation bzgl. p} sind in natiirlicher Weise isomorph.
Insbesondere gibt es f,g € F(M), X € T,M, so dass aus f‘u = g‘uﬁir eine Umgebung von p folgt

X(f) = X(8)-

Definition X : 7,(M) — R heifit Derivation bzgl. p <= X R-linear, X(fg) = f(p)X(g) +
8(P)X(f)

Beweis von Lemma 2.8. (a) Sei p = (p!, .., p"). Wéhle a > 0 mit
[p' -2a,p" +2a] x - x [p" - 2a,p" +2a] c U.
Definiere hy wie gehabt (mit b = 2a):

h(xt, .. x") = ﬁ hy (x' = p')
i=1

und V = [pl—b,p1+b] x--x [p"=b,p"+Db].
(b) Wahle die Karte ¢, : Oy - Uy, p € O,. Definiere h wie in (a) mit U, n ¢, (U) anstelle von U
und ¢, (p) anstelle p und V c U, n ¢,(U) anstelle von V. Definiere

@ -eg x<o

sonst

g(x)

Dann hat g die gewiinschten Eigenschaften mit V := ¢! (V).

(c) Einerseits existiert zu jedem f ¢ F(M) ein Reprasentant f ¢ F(M), d.h. f = [f]. Nach (b)
gibt es fiir U Umgebung von p eine Funktion h € (M) mit h‘V =1 (V Umgebung von p).
h(x) =0 fiir x ¢ U. Also fiir f,g € F(M) mit f‘u =8l Xe T,M gilt (f -g)h =0, also

0=X((f-g)h) = X(f -g) h(p) + (f =) (p) X(h) = X(f) - X(g),
——

N—
=1 =0
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also X(f) = X(g)-

]
Definition Die Lie-Klammer von Vektorfeldern X,Y € X (M) ist definiert durch
[X,YT(f) = X(Yf) - Y(X[) = XY -YXf

fur alle f € F(M).
Lemma 2.9 [X,Y] ist ein Vekorfeld.
Beweis. [X,Y]f e F(M), Klar.
Zu zeigen: [X, Y], ¢ T,M (verwende Aufgabe 3, Ubungsblatt 2):
[X,Y](af+bg) =a[X,Y]f+b[X,Y]g Klar, R-linear von X, Y fiir a,b € R.
[X,Y](fg) = X(Y(fg)) - Y(X(f8))

=X(fYg+gYf)-Y(f Xg+gXf)

= fXYg+ (Yg)(X[) +@XY[f+(Yf)(Xg) - (fXYg+(X)(Yf) +gXYf

+(Xf)(Yg))

=fIXY]g+g[X, Y]f
Also [X,Y] e X(M) Vektorfeld ([X,Y], € T,M). ]
Feststellung 2.10 (Rechenregeln) X,Y,Z ¢ X(M), a,b € R, f € F(M) gilt:
(1) [aX+bY,Z]=a[X,Z]+b[Y,Z] (R-Bilinearitit)
(2) [X,aY+bZ]=a[X,Y]+b[X,Z] (R-Bilinearitit)
(3) [X,Y]=-[Y,X] (Schiefsymmetrie)
4) [X,[Y,Z]]+[Z,[X,Y]]+[Y,[Z,X]]=0 (Jacobi-Identitiit)
6) [X, fY]=f[X Y]+ (Xf)Y
6) [fX,Y]=f[X,Y]-(Yf)X
Beweis. (1), (3) Klar. (2) folgt aus (1) und (3). (4)-(6) Ubung. [ ]

Definition Eine (reelle) Lie-Algebra ist ein IR-Vektorraum V zusammen mit einer Abbildung
[,-]: VxV >V, die die Eigenschaften (1) - (4) erfiillt.

Sei ¢ : O —» U eine Karte von M. Bezeichne 9; := i das i-te Basisfeld bzgl. ¢ auf O, also

d _
0if = pyi , damit 0;(9;f) = Bxl axl o) (fop')= 9;(9;f). Also

o(p)(fop )
(7) [8:,9;] =0
Jedes Vektorfeld X auf O ldsst sich nach Satz 2.4 darstellen als X = Y7, f’B SeiY=Y",g i9;,

dann ist nach Festellung 2.10: [f9;,89;] = f [0:,89;] - §(9j£)9; = £g[9i,9;] + £(3;8)9; — §(9:f)9;-
Also [X,Y] = ¥y Tit (f1(2ig))9) - 8(9;)ai),

8) [ =33 (F(9j8") - (0;f")) s (Koordinatendarstellung der Lie-Klammer)

isn j<n
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Feststellung 2.11 (und Definition) Sei F : M - N € C*. Dann definieren wir: DF : TM — TN wie
folgt ™ 25> TN
1
M — N
d.h. 7to DF = F o 7t durch DE(X,)(f) := X,(f o F) fiir jedes X € T,M, f € Fr(,)N.
Beweis. zu zeigen: DF(X,) € Tr(,)N, d.h. X, (Af +pug)oF) = AXp(f o F) + uXp(goF) und

Xp((fg)oF) = g(F(p))Xp(f o F)+ f(F(p))Xp(goF) fur alle f,g € FrpyN, A, p € R. Dies ist
aber klar, da X, e T,M und (fg)oF = (foF)(fog). |

Bezeichnung Einschrdnkung von DF auf die Faser F,M = 71"} (p) wird mit
DF | : T,M — Tg(,)N
p

bezeichnet.

Feststellung 2.12 (Kettenregel) Seien F: M — N, G : N — Q differenzierbare Abbildungen zwischen
den Mannigfaltigkeiten M, N und Q. Dann ist G o F eine differenzierbare Abbildung und es gilt:

D(GoF) =DGoDF (Kettenregel)
Also punktweise D(G o F)‘p = DG|F(p) o DF‘p.

Beweis. Nach Definition gilt fiir jedes X € T,M und f € Fgp(,)(N) (bzw. X € TM, f € F(N)):
D(GoF)(X)(f) = X(foGoF)
- DF(X)(f < G)
= DG(DF(X))(f)
= (DG o DE)(X)(f)

Definition Sei M eine m-Mannigfaltigkeit und N eine n-Mannigfaltigkeit. F : M — N diffe-
renzierbar. Falls fiir alle ¢, : M > Oy — U, ¢ R" Karten von M, g : N > @ﬁ - CI/; c R" Karten
von N und alle p € O, n F‘l((’)ﬁ) gilt:

injektiv Immersion,

Falls D (ygo Fo @,!)

?u(p)

Submersion.

ist, dann heifdt F eine
surjektiv

Falls F eine Immersion ist und F ‘ : M - F(M) ein Homdomorphismus ist, dann heif3it F eine
Einbettung. Falls M eine Mannigfaltigkeit ist, M c N, und die Inklusionabbildung i: M — N :
x ~ x eine Einbettung ist, dann heifit M eine Untermannigfaltigkeit von N.

Feststellung 2.13 Seien M, N Mannigfaltigkeiten. Falls F : M — N eine Einbettung ist, dann ist
F(M) eine Untermannigfaltigkeit von N (bzgl. einer geeigneten differenzierbaren Struktur auf f[{M]
mit der F ‘ : M — F(M) differenzierbar wird).

Beweis. Sei (Ou, ¢a)aca e€in Atlas von M, ¢, : Oy — U, Dann ist ((p,on|_1), mit
P OF‘_1 : F(O,) - U,, ein Atlas auf F(M) (diesen wahlen wir), da dann F| : M - F(M)

. oo -1 . e
und ¢, Homdomorphismen sind, ist auch ¢, o F ‘ ein solcher und wegen F ‘ bijektiv, ist
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o

_—F

Pp

CR™

-1 -1\"1 o
((pﬁoP‘ )(q)aoP‘ ) = @po Py eC™.
i: F(M) - N : x ~ x ist differenzierbar, denn fiir einen Atlas (5)gep von N gilt fiir alle
xeA,peB:
H -1\71 H -1 -1 00
¢ﬁ°1°(§0a°F| ) :gpﬁozoF‘oq)lx :(P‘BOF‘ogooé eC®™,
wegen F differenzierbar. |

Bemerkung Man braucht in Feststellung 2.13 alle Bedingungen fiir eine Einbettung. Betrachte
sonst z.B.: M =(0,1) cR,N = R? und folgende Beispiele:

F ¢ C!, Knick F nicht injektiv F| kein Hom&omorphismus

Beispiel Eine parametrisierte (reguldre) C* n-Fliche (gemdfs Differentialgeometrie I)
f U — R"™ ist eine Immersion der Untermannigfaltigkeit U c R” in den RR" (meistens
m=n+1).

Satz 2.14 (Whitneyscher Einbettungssatz, 1937) Jede n-Mannigfaltigkeit lisst sich in den R*"+!
einbetten.

Beweis. Siehe z.B. : Guillemin/Pollack: Differential Topology. ]

Das Problem fiir eine gegebene n-Mannigfaltigkeit die kleineste Zahl m zu bestimmen so,
dass M in den R" eingebettet werden kann, ist in vielen Fallen sehr schwierig und wichtig
(gehort jedoch eher zu Differentialtopologie); entsprechendes Problem fiir Immersion.
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Feststellung 2.15 Sei F: M — N eine Submersion. Dann gilt fiir alle g € N mit F-1{q} + @, F"{q}
ist eine Untermannigfaltigkeit von M mit
dim F~'{g} = dim M - dim N.
Allgemeiner: Falls U c N eine Untermannigfaltigkeit ist und F~Y(U) # @, dann ist F~1(U) ¢ M eine
Untermannigfaltigkeit und
dim F~1(U) = dim M + dim U - dim N.

Beweis. Ubung (Hinweis: Hauptsatz iiber implizite Funktionen). [ ]
Orientierbarkeit

Definition Ein Atlas (O, @x)sca einer Mannigfaltigkeit M heifst orientiert, falls fiir alle
a,p € A und fiir alle p € O, 1 Op gilt:

-1
detD ((pﬁ ° @, ) ‘%(p) >0,
d.h. falls alle Kartenwechsel orientierungserhaltend sind.
Eine Mannigfaltigkeit heifst orientierbar, falls sie einen orientierten Atlas besitzt.

Bemerkung Es gibt auf einer orientierbaren zusammenhidngenden Mannigfaltigkeit genau
zwei Orientierungen. Es gibt 2-Mannigfaltigkeiten, die nicht orientierbar sind (z. B. das Mobi-
usband).

Sei (O, @a)aca ein Atlas von M (M zusammenhdngend), ¢, : O, - U, mit zusammenhiingen-
dem O, und A abzdhlbar. Ohne Einschrinkung sei A =IN,{1,2,...,m}. Wie kann man priifen,
ob M orientierbar ist und ggf. einen orientierten Atlas konstruieren?
Starte mit der Karte ¢,,. Dann konstruiere rekursiv ¢; = ¢,,. Seien @y, ..., §x schon konstruiert
(mit «zusammenhdngender Orientierung»). Falls O, U...u Oy, = M (§; : Oy — Uy,) - fertig
(orientierter Atlas @1, ..., @).
Andernfalls: Wahle ay,; als kleinsten Index, so dass (Oy U..U04)Nn 0Oy, # @ und
Qi1 ¢ {1, ..., } existiert wegen M zusammenhéngend.
Es gibt folgende Moglichkeiten:
(1) detD(@; o qo;klﬂ) o >0 fiir alle p € Oy, N (O, U...UOyy).
Dann definiere @y,1 = @k41-
(2) detD (@0 ¢, ) .
Dann definiere @y 1 = P@ryq mit P : Uy, = P(Uy,,,) : (x1, ..., x") = (=21, .., x").
<0
Para( |5 0

<0firalle pe Oy, N (O U...u0y,).

Xk41

(3) detD(¢io ¢z )

fiir mindestens ein i, p € Oy, N Oy, .

Xft1

Dann ist M nicht orientierbar, dann fiir einen orientierten Atlas ist nach Wahl von ¢; sind

die tibrigen Orientierungen festgelegt.

Beispiel Das Mobiusband
Sei M =[-1,1] x (-1,1) /~ mit der Relation
(x,y) ~(m,v) = (x=unry=v)v({x,u}={-1,1} ry=-v)
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Der Atlas mit den 2 Karten

p1:(-1,1)x(-1,1) » (-1,1) x (-1,1)

¢ =id

@2 ([-1,1]~{0}) x (-1,1)/~ > (0,2) x (-1,1)
(x,v) falls x >0
(x+2,-y) fallsx<0

ist jedoch nicht orientierbar (¢1, ¢» zusammenhingend), da:
1 fallsxe(0,1)

-1 falls x € (-1,0)

92 ([(x,1)]-) {

detD ((PZ o (PIl) |(x,y) =

3 Riemannsche Mannigfaltigkeiten

Definition Sei M eine n-Mannigfaltigkeit. Eine Familie ¢ = (gp)pem von positiv definiten
symmetrischen Bilinearformen auf T,M, g, : T,M x T,M — R heifst Riemannsche Metrik
auf M, falls fiir alle Karten ¢, : O, — U, eines Atlanten von M und alle i,j = 1,..,n die
) differenzierbar (also in C*) sind (9;

Abbildungen g;; : Oy — R mit g;i(p) := gp (ai
bzgl. ¢u).
(M, g) heiit dann eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit (oder kurz: Riemann-

p’aj|p p’a].‘p

sche n-Mannigfaltigkeit oder R. n-Mannigfaltigkeit).

Bemerkung Nach Definition ist (gl-]-(p)) _ die Strukturmatrix von g, bzgl. der natiirlichen
/]

i

Basis (81 e 8n|p) von T, M bzgl. der Karte ¢,. Also:
n o no. b’
gp (z; alai p’ Z; blai|p) = (al,..., tl") (gij(p))
1= 1= b”

Verallgemeinerung

Definition (M, g) heifst semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, falls man die Forderung der
positiven Definitheit von g, durch die schwéchere Forderung ersetzt, dass g, nicht ausgeartet
ist, d.h.

gp(X,Y) =0fiiralle X e T,M =Y =0.

Bemerkung Falls M zusammenhéngend ist, hiangt die Signatur von g, nicht von p ab (wegen

der Differenzierbarkeit von g).

Einschub zur Signatur (siehe lineare Algebra) Fiir jede symmetrische Bilinearform g auf ei-
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nem n-dimensionalen R-Vektorraum V gibt es eine Basis B = (by, ..., b,) von V, so dass
1

(ﬁ(bi’ bj))i,j -

| S —
Ny n- ny

dann heif8t (n,,n_,ny) Signatur von B. Ferner gilt: n,,n_,ng sind durch p eindeutig bestimmt
(Tragheitssatz von Sylvester). Falls A die Matrix von B bzgl. einer beliebigen Basis von V ist,
dann ist

n, die Anzahl der positiven Eigenwerte

n_ die Anzahl der negativen Eigenwerte jeweils mit Vielfachheit gezahlt

np die Anzahl der Eigenwerte mit Wert 0
B positiv definit <= n, =n,n_=ny=0
B nicht ausgeartet <= 1y =0
ny+n_=rgA

Bemerkung In der Physik betrachtet man semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit
ny =3,n_ =1 (- Lorentz-Metrik).

Bezeichnung Wenn X, Y € X (M), dann bezeichne g(X,Y)(p) := go(X(p), Y(p)), also g(X,Y) €
F(M). Wir konnen also g als Abbildung g : X(M) x X(M) - F(M) auffassen, die insbeson-
dere symmetrisch und bilinear bzgl. (M) ist, d.h.

(N X, f2Y) = f1f28(X,Y),

8(X,Y) =g(Y, X),

(X1 +X2,Y)=9(X1,Y)+g8(X2,Y).

Beispiel R"” mit dem Standardskalarprodukt (bzgl. der Karte id) auf T,R" ist eine Riemann-
sche Mannigfaltigkeit mit

gij(p) = g(ai ,,/aj\p) = jj.

Feststellung 3.1 (und Definition) Seien M eine m-Mannigfaltigkeit, N eine Riemannsche n-Man-
nigfaltigkeit mit der Riemann-Metrik g = (§p)pem. Sei F : M — N eine Immersion. Dann wird auf M
eine Riemannsche Metrik § = () pem induziert durch

$p(X,Y) = gr(p) (DF,(X),DF,(Y))
fiir alle p e M, X,Y € T, M. Sie heifit die von F induzierte Riemannsche Metrik auf M.
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Beweis. ¢, symmetrisch, bilinear und in C* ist klar, da gr(,) symmetrisch und bilinear ist
und DF,, linear. Zudem ist trivial gr(,y > 0. Mithin

~ g pos. def.
$p(X,Y) =0 = gr(y) (DF,(X),DF,(Y)) =0° — DF,(X)=0=— X =0,
da F eine Immersion ist, also DF,, injektiv. [

Definition Sei M eine n-Mannigfaltigkeit. Ein linearer Zusammenhang auf M ist eine Abbil-
dung
V:X(M)xX(M) - X(M),
so dass fiir alle f e (M) und X,Y, Z € X(M) gilt:
(1) vx(Y+2Z)=VxY+VxZ
2) Vx (fY) = (XF)Y + fyxY
(B) Vx+vyZ =VxZ+VyZ
(4) VixY =fvxY
Man nennt VxY die kovariante Ableitung von Y in Richtung X bzgl. v.
Ein linearer Zusammenhang heif3t torsionsfrei, falls zusétzlich fiir alle X, Y € X (M):
(6) VxY-VyX=[X,Y]

Satz 3.2 Sei (M, g) eine Riemannsche n-Mannigfaltigkeit oder semi-Riemannsche n-Mannigfaltigkeit.
Dann gibt es genau einen torsionsfreien linearen Zusammenhang v auf M (d.h. es gelten (1)-(5)), so
dass fiir alle X,Y,Z € X(M) gilt

(6) Zg(X,Y)=g(VzX,Y)+g(VzY,X) (Ricci-Identitit, Vertriglichkeit mit der Metrik)
Fiir diesen Zusammenhang gilt:

(7) g(VxY,Z) = {[Xg(Y, Z) + Yg(Z,X) - Zg(X,Y) + §(Z,[X, Y]) + (Y, [Z,X]) - g(X, [Y, Z])]
Dieser Zusammenhang heifit der Riemannsche Zusammenhang oder Zusammenhang von Levi-
Civita.

Beweis. Zunichst zeigen wir (5), (6) = (7). Aus (6) folgt
8) Xg(Y,Z)=g9(VxY,Z)+g(VxZ,Y)
9) Ye(X,Z)=g(VvZ,X)+g(VyX,Z)
Dann ergibt (8) + (9) - (6):

Xq(Y,Z)+Yg(X,Z)-Zg(X,Y)

=8(VxY,Z)+g(VxZ,Y) +8(VyZ,X) +8(VyX, Z) - g(VzX,Y) + g(VzY, X)

=-g([Z,X],Y) +g([Y, 2], X) +2¢(VxY,Z) - g([X,Y], Z)
woraus (7) folgt.
Eindeutigkeit: Angenommen V sei ein weiterer linearer Zusammenhang fiir den (5) und (6)
gelten, also damit auch (7). Dann g(VxY,Z) = g(VxY,Z), also g(VxY -VxY,Z) =0 fiir alle
Z e X(M), also VxY = VxY (da g nicht ausgeartet) fiir alle X, Y, somit V = V. Der Beweis wird
nach Lemma 3.3 fortgesetzt. u

Lemma 3.3 Sei (M,g) eine (semi-)Riemannsche n-Mannigfaltigkeit, w : X(M) — F(M) eine
F(M)-lineare Abbildung. Dann gibt es genau ein Vektorfeld A € X (M) mit

w(Z) = g(A, Z) fiir alle Z € X(M). ()
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Beweis. Fiir p € M wéhle eine Karte ¢ : O — U mit p € O und sei 9; das i-te Basisfeld bzgl. ¢
auf O. Dann lsst sich A € X(M) (lokal) darstellen als A| 0=2iaf i9; mit f' e F(0O).
w(Z) =g(A,Z) ist dquivalent zu
n .
w(9;) = ) f'gij mit g;j := g(9;,0;) fiir jedes i =1,...,n,
i=1
denn 91, ..., 0, ist eine Basis von X' (M). Da g nicht ausgeartet ist, also det gi]-‘q #0flurallegeO.
Also ist A durch (*) eindeutig bestimmt und existiert (punktweise). Da w(9;) € F(O) und
gij € F(O) folgt, dass die aus () eindeutig bestimmten fi e F(O) sind. [ ]

Beweis von Satz 3.2 (Fortzsetzung). Betrachte fiir feste X,Y ¢ X(M) die Abbildung
w:X(M) - F(M), die jedem Z € X (M), die durch die rechte Seite von (7) gegebene Funktion
aus F (M) zurodnet. Wir zeigen, w ist linear:

Nach Lemma 3.3 existiert genau ein Vektorfeld A ¢ X (M) mit w(Z) = g(A,Z) fir alle
Z e X(M). Setze VxY =: A. Zu zeigen ist: VxY ist ein linearer Zusammenhang.

Die Additivitat ist klar, VixY = fVxY nachrechnen, analog Homogenitit in Z (fiir w).

Noch zu zeigen bleibt:

VxfY = (Xf)Y+fvxY (0)

Nachrechnen:

2¢(VxfY,2)

= Xg(fY,2) + fYQ(Z,X) - Zg(X, fY) + 8(Z,[X, fY]) +&(fY,[Z,X]) - g(X, [fY, Z])

=2fg([X,Y],Z) + (Xf)8(Y,Z2) = (Zf)(X,Y) + (Xf)&(Z,Y) + (Zf)g(X,Y)

=2g(fVxY +(Xf)Y,Z)
Da dies fiir alle Z € X (M) gilt, folgt die Behauptung (o). Also ist V ein linearer Zusammen-
hang. Zu zeigen bleibt noch, dass (5), (6) erfiillt sind:

2(VxY,Z) +g(vxZ,Y) D Xg(Y,2), also gilt (6).

o(VxY,Z) - g(vyX, 2) D ¢(2,[X,Y]) fiir alle Z,
damit ist VxY - Vy X = [X, Y] torsionsfrei. |

Definition und Bezeichnung Wir definieren Xy(M) := F(M), (M) := X (M) x---x X(M) =
X (M), insbesondere also Xj(M) = X(M). Ein Tensorfeld (kurz: Tensor) auf M mit Typ
(r,s) mit r > 1,5 € {0,1} (r-fach kovariant, s-fach kontravariant) ist eine F(M)-r-multilineare
Abbildung B : X, (M) - Xs;(M) iiber dem Ring F(M), d.h.

B(X1,.., Xi—1, Xi + fY, Xis1, ., X¢) = B(X1, oo, Xic1, Xi, Xiv1, 0 Xo) + fB(X1, o0, Xic1, Y, Xivt, o Xr),
furalle1<i<r,X;Y e X(M),f e F(M).

Definition Sei V ein linearer Zusammenhang auf der Mannigfaltigkeit M. Dann definiere
T: X(M) > X(M): (X, Y) = VxY - Vy X - [X, Y]
den Torsionstensor (bzgl. V),
R: (M) - X(M):R(X,Y)Z:=VxVyZ-VyVxZ-Vxy]Z

den Kriimmungstensor (bzgl. V).
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Satz 3.4 T ist ein Tensorfeld vom Typ (2,1) und R ein Tensorfeld vom Typ (3,1).
Beweis. Ubung. ]

Lemma 3.5 Sei F : X,(M) - X;(M) ein Tensorfeld auf M vom Typ (r,s) (r > 1,s € {0,1}). Dann
gibt es fiir jeden Punkt p € M eine r-multilineare Abbildung (mit Skalarbereich IR)

Fy: (T,M) - (T,M)° ((T,M)":=R),
so dass F(X1,...,Xy)(p) = Fy(X1(p), ..., Xi(p)) (Beachte: X(p) ist hier der Wert der Vektorfelder an
der Stelle p).

Beweis. Sei zunidchst r = 1. Wir miissen zeigen, dass aus X(p) = X(p) folgt F(X)(p) =
E(X)(p). Sei ¢, : O, - U, eine Karte mit p € O,. Wihle eine Funktion f € (M) mit f(p) =1,
so dass der Trdger von f in O, liegt (vgl. Satz 2.7) und definiere Xj,..., X, € X(M) durch

f(‘J)ai‘ q €O C . .
1 , wobei wie tiblich Bi‘q das i-te Basisfeld bzgl. ¢ (an der Stelle g)
sonst

bezeichnet. Dann hat man fiir fX, fX € X(M) die Darstellungen

fX = ZgiXi,ff( = ZgiXi/ mit girgi € f(M)

i=1 i=1

Xi(q) =

Also

F(X)(p) = f(P)F(X)(p) = (fE(X))(p) = (F(fX))(p) = 2 8i(P)F(Xi)(p),
entsprechend gilt F(X)(p) = £ &i(p)F(X;)(p). Wegen X(p) = X(p) ist auch g;(p) = i(p), also
F(X)(p) = F(X)(p). Fiir r > 1 folgt die Behauptung naheliegenderweise durch vollstindige
Induktion. |

Also ist es sinnvoll F(X;

e Xr|p) zu schreiben mit Xi‘p € TyM (wenn F ein Tensor ist).
Bemerkung Ordnet man jedem p € M eine r-multilineare Abbildung F, : (T,M)" —» (T,M)*
zu (r > 1,5 € {0,1}), so erhdlt man ein Tensorfeld auf M, falls die Zuweisung differenzierbar
ist, d.h. falls das Einsetzen von differenzierbaren Vektorfeldern wieder eine differenzierbare
Funktion (s = 0) bzw. ein differenzierbares Vektorfeld (s = 1) liefert. Statt F, schreibe F (d.h.
die beiden Auffassungen eines Tensorfeldes unterscheiden sich nicht, insbesondere kann man
auf r-Tupel von Tangentialvektoren aus T, M anwenden).

Bemerkung (i) Die (semi-)Riemannsche Metrik ¢ ist ein Tensor vom Typ (2,0), ein so ge-
nannter Metrik-Tensor.

(ii) Die Lie-Klammer [-,] ist nicht F(M)-bilinear, also ist ein Ausdruck der Form [v, w] mit
v,w € Ty M sinnlos.

(iii) Ein linearer Zusammenhang V ist F(M)-linear in der 1. Komponente, d.h. V,Y mit
v € TyM ist nach Lemma 3.5 wohldefiniert, namlich mit Vv,Y = (VxY), fir X € X (M)
beliebig mit X, = v. In der 2. Komponente ist er jedoch nicht F(M)-linear (sondern
derivativ), d.h. Vxv,v € T,M, ist sinnlos. (VxY), hingt dann nicht nur von Y(p) ab,
sondern auch von den Werten von Y in der Umgebung von p.
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Lemma 3.6 (Rechenregeln) Sei R ein Kriimmungstensor eines linearen Zusammenhangs V. Dann gilt
fiiralle X,Y,Z,U € X(M) und eine (semi-)Riemannsche Mannigfaltigkeit ¢ auf M:

(1) R(X,Y)Z = -R(Y,X)Z

(2) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X+R(Z,X)Y =0, falls V torsionsfrei

(3) g(R(X,Y)Z,U) =-g(R(X,Y)U,Z), falls (6) aus Satz 3.2 gilt (Vertriglichkeit)

(4) ¢(R(X,Y)Z,U) =g(R(Z,U)X,Y), falls V der Levi-Civita-Zusammenhang (Satz 3.2)

Beweis. (1) ist klar nach der Definition von R.
Zu (2)-(4) eine Vorbemerkung: Die die linken und rechten Seiten jeweils linear in jeder Kompo-
nente sind und punktweise definiert werden konnen, geniigt es nach Lemma 3.5 die Gleichheit
fiir Basisfelder bzgl. einer Karte zu zeigen. Also konnen wir annehmen X, Y, Z, U sind Basis-
felder und dass damit die Lie-Klammern fiir je zwei der Vektorfelder X, Y, Z, U verschwinden.
Dann folgt aus der Torsionsfreiheit von V, dass VxY - VyX = [X,Y] =0, also
R(Y,Z)X =VyVzX-VzVyX
R(Z,X)Y =VzVxY -VxVzY
R(X,Y)Z =VxVyZ-VyVxZ,
(wegen der Torsionsfreiheit von VxVyZ = VyVxZ). Addieren der drei Gleichungen liefert
R(Y,Z)X +R(X,Y)Z+R(Z,X)Y =0
unter Verwendung von VxY - VyX =0, also (2).
Zu (3). Wir zeigen zundchst g(R(X,Y)Z,Z) = 0 fir alle X,Y,Z € X(M) (dies reicht aber fiir
Basisfelder) = (3). Betrachte
S(R(X,Y)(Z+U),Z+U) = g(R(X,Y)Z,U) +g(R(X,Y)U,Z) + g(R(X,Y)Z,Z) + §(R(X, Y)U,U)

=0 =0 =0
Vertréaglichkeitsbedingung (6) folgt
§(VxVvZ,Z) = Xg(VvZ,Z) - §(VyZ,VxZ) (3.1)
1
8(VyZ,2) = EYg(Z,Z) (3.2)

Mit (3.1) und (3.2) folgt unter Annahme des Verschwindens der Lie-Klammer
8(R(X,Y)Z,Z) = g(VxVyZ-VyVxZ,Z)

3.1
D Xo(VyZ,7) - 9(VvZ, VxZ) - Ye(VxZ, Z) + (VxZ, Vv Z)

= Xg(VyZ,Z)-Yg(VxZ,Z)
G2 1
2
- JIXY18(Z,2)=0 ([X,Y]=0)
Damit (1)-(3) gezeigt. (4) noch zu zeigen: g(R(X,Y)Z,U) = g(R(Z,U)X,Y) folgt aus (1)-(3):

2¢(R(X,Y)Z,U) = -g(R(Y, X)Z,U) - g(R(X,Y)U, Z) (1),(3)
=g(R(Z, V)X, U)+g(R(X,Z2)Y,U)+g(R(Y, U)X, Z)+g(R(U,X)Y,Z) (2)

=g(R(YY,2)U, X)+g(R(Z,X)U,Y)+g(R(U,Y)Z,X)+g(R(X,U)Z,Y)
=...=29(R(Z,U)X,Y) (1),(2),(3)

(XYg(Z,2)-YXg(Z,Z))
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Denn beide Ausdriicke gehen aus Vertauschung von X mit Z, U mit Y hervor. Also ist der
Ausdruck 2¢(R(X,Y)Z,U) invariant unter Vertauschen von X mit Z, U mit Y. |

Bemerkung Symmetrie von R. g(R(X1, X2)X3, X4)
Operation der D, o-Permutation der Dy (Symmetrie des Quadrats)
g(R(X1, X2) X3, Xa) = sgno g(R(Xe(1), Xo(2)) Xo(3)r Xo(a))
mit sgno € {-1,1}. Dy erzeugt (1,2),(1,3)(2,4), also z.B. (1324)
g(R(X1, X2) X3, Xa) = —g(R(X3, X4) X2, X1)

Man kann sich also die Permutationen als Spiegelung im Quadrat an den beiden «Achsen»
vorstellen («volle Symmetriegruppe des Quadrats»), 24 Elemente geben 8 unter Beachtung
des Vorzeichens.

X1 X

X3 Xy
Unser néchstes Ziel: Definition weiterer «Kriimmungsgrofien» mit Hilfe von R.

Bezeichnungen k: X(M) x X(M) - F(M),k(X,Y) := g(R(X,Y)Y, X). Fur f e F(M) gilt
KX+ fY,Y) = g(R(X + fY,Y)Y, X + fY)
=k(X,Y)+fg(R(X,Y)Y,Y)+f g(R(Y, Y)Y, X+ fY)

=0(0) =0(1)
=k(X,Y) =k(Y,X) (1),3)

Lemma 3.7 R lisst sich wegen (1)-(4) vollstindig aus k bestimmen. Insbesondere: k = 0, wenn R = 0).

Beweis. Zeige zundchst: R(X,Y)Z kann wegen (1) und (2) durch Ausdriicke der Form
R(X,Y)Y ausgedriickt werden.

RX,Y+Z)(Y+Z)= R(X,Y)Y+R(X,Y)Z+R(X,Z)Y+R(X,Z)Z
-R(Y,X+Z)(X+Z)=-R(Y,X)X+R(X,Y)Z+R(Z,Y)X-R(Y,Z)Z
0 = R(X,Y)Z+R(Y,X)Z
Addieren der Gleichungen liefert:
RIX,Y+Z)(Y+Z)-R(Y,X+Z)(X+Z)=R(X,Y)Y+3R(X,Y)Z+R(X,Z)Z-R(Y,Z2)Z
-R(Y,X)X+R(X,Z)Y+R(Z,Y)X+R(Y,X)Z

=0
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Also
R(X,Y)Z = % (RIX,Y+Z)(Y+Z)-R(Y,X+Z)(X+Z)-R(X,Y)Y+R(Y, X)X

-R(X,Z2)Z+R(Y,Z)Z)
in gewiinschter Gestalt. Ist w eine symmetrische Bilinearform, dann gilt:
20(X,Y)=w(X+Y,X+Y)-w(X-X)-w(Y,Y)
Nach (1), (3), (4) ist g(R(X,Z)Z,Y) symmetrisch in X, Y. Hieraus folgt insgesamt die Behaup-
tung
29(R(X,Z2)Z,Y) =k(X+Y,Z)-k(X,Z)-k(Y,Z)

Lemma 3.8 Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Seien V, W € T, M linear unabhiingig und
V,W e T,M mit Lin{V, W} = Lin{V, W}. Dann gilt
k(V, W) B k(V,W)
sV, VIgW, W) =g(V,W)? — g(V, V)g(W, W) - g(V, W)?

a1 a1z

Beweis. Sei ‘7 = a11V + (/Z12V, W = H21W + (ZZQW. Sei A = ( ) Dann gllt

a1 a2
k(V,W) =g(R(V,W)W, V) ZdetA-g(R(V, W)W, V)

Z (det A)?g(R(V, W)W, V)

= (det A)’k(V, W)
+ folgt wegen der Schiefsymmetrie von g(R(X,Y)Z,U) in X,Y und Z, U. Fir eine schiefsym-
metrische Bilinearform gilt:

B(a11V +a1aWan V +anW) = a11a2B(V, W) —apa f(V, W)
=detA-B(V,W)
Genauso folgt
g(V,V)g(W, W) - (g(V,W))? = det A(g(V, V)g(W, W) - g(V,W)g(V,W))
= (det A)*(3(V, V)g(W, W) - g(V,W)?),

da (X,Y,Z,U)~g(Y,Z)g(X,U)-g(X,Z)g(Y,U) eine 4-Multilinearform ist, die in X, Y bzw.
Z,U schiefsymmetrisch ist. [

Definition Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ordne jedem 2-dimensionalen linearen
Unterraum ¢ ¢ T,M mit ¢ = Lin{V, W} die Zahl
k(V,W) ~ S(R(V,W)W, V)
gV, V)g(W, W) —g(V,W)>  g(V, V)g(W, W) - g(V, W)?
zu. K, heifit die Schnittkriimmung von M bzgl. ¢ oder Riemann-Kriimmung.

Ky :=K(V,W):=

Bemerkung Nach Lemma 3.7 und der Definition folgt, dass sich die Schnittkriimmung und

der Riemannsche Tensor R wechselseitig bestimmen.

Definition Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit M heifft ein Raum konstanter (Schnitt-)
Kriimmung oder eine Raumform, wenn es eine Zahl x gibt, mit K, = «, fiir alle 2-dimen-
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sionalen Unterrdume ¢ von Tangentialrdumen von M. Man nennt M elliptisch, falls ¥ > 0,
flach, falls ¥ = 0 und hyperbolisch, falls x < 0.

Beispiel R" ist ein flacher Raum konstanter Kriimmung.

Beispiel S" mit der natiirlichen Riemannsche Metrik (S" c R +1) ist ein elliptischer Raun

konstanter Kriimmung.

Tensor vom Typ (r,1): X(M) x---x X(M) - X (M)

r-multilinear
Definition Bildung der Spur eines Tensorfeldes vom Typ (r,1) in der i-ten Stelle (Spur oder
Kontraktion):
tr; A(X1, oy Xict, Xigts oo Xi)p 1= tr(Up = A(X1p, ooy Xicp, Up, Xiv1ps oo Xip))
ergibt ein Tensorfeld vom Typ (r-1,0). Bedenke tr(A + AB) =tr A+ A trB.

Definition Fiir eine Mannigfaltigkeit mit linearen Zusammenhang V und zugehorigem Kriim-

mungstensor R definiere
=tr(R(-, Vp)Wp)
Ricci-Tensor mit U, V,W e T,M, p € M.

Da die Spur eine lineare Abbbildung im Raum der Endomorphismen in R ist, ist Ric ein
Tensorfeld vom Typ (2,0). Ric ist 7(M)-bilinear.
Sei nun M eine (semi-)Riemannsche Mannigfaltigkeit und Ej, ..., E,, eine ONB von T,M, d.h.
8(Ei, E;) = €;0;j mit ¢; € {0,1}. Dann gilt fiir X € T,M

n

X = ZgigF(X/ Ei)El’.

i=1
Auf der Diagonalen der Matrix der linearen Abbildung U, ~ R(Uy, V,)W, bzgl. der Basis
Ey, ..., E, stehen also die Elemente ¢;g,(R(E;, V)W, E;). Also ist

n
Ric(V, W), = Y €igp(Rp(Ei, V)W, E;)
i=1

die Darstellung von Ric bzgl. der ONB mit g, (E;, E;) = €;0;.

Achtung: Die Spur einer Bilinearform ist an sich kein verniinftiger Begriff, aber man definiert
die Spur einer Blinearform p bzgl. einer nichtausgearteten symmetrischen Bilinearform g als
tr A, wobei A die eindeutig bestimmte lineare Abbildung ist, mit f(X,Y) = g(X, AY).
Fiir eine ONB Ejy, ..., E, bzgl g, d.h g(E;, E]-) = ¢;0;j mit ¢; € {-1,1} ergibt sich

n n

trA = Zeig(Ei/AEi) = Eiﬁ(Ei,Ei)

i=1 i=1

Definition Die Skalarkriimmung s einer (semi-)Riemannsche Mannigfaltigkeit ist definiert

als die Spur von Ric bzgl. g, also
s(p) = tr Ay mit Ric(X,,Yy) = gp(Xp, ApYp)
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also fiir eine ONB Ejy, ..., E,, von T,M bzgl. der Sy durch

n
s(p) = ) eiRic(E;, E;).
i=1
Die Ricci-Kriimmung von M in Richtung V' # 0 ist definiert als
Ric(V, V)
gV, V)
(g(V,V) =0 gilt fur alle Riemannsche Mannigfaltigkeiten fiir alle V # 0). Sie hangt nach Defi-

ric(V) := , falls g(V, V) 0

nition nur vom 1-dimensionalen Unterraum Lin V' =R -V c T, M ab. Es gilt also fiir eine ONB
Eq, ..., Eq bzgl. gy

n

s = > ric(E;).

i=1
Koordinatendarstellung
Sei M eine n-Mannigfaltigkeit, p € M, ¢ : O, — U eine Karte von M mit p € O,, (x,...,x") die
Koordinaten von M, d.h.

p(q) = (x'(q),....x"(q)) fiir g € O,.

Sei V ein linearer Zusammenhang auf M.

Definition Die Christoffelsymbole Fifj (oder Koordinaten) des linearen Zusammenhang Vv
bzgl. der Karte ¢ sind definiert durch

n
k
k=1
wobei d| = i die Basisfelder bezeichnen. Falls V torsionsfrei ist, d.h. T = 0, dann ist
p - 0x; p

Vaia]‘ - Vajai = [ai,a]-] =0

(d.h. die Lie-Klammer verschwindet fiir Basisfelder) Weiter ist dann

Zr ak_Zr Ok,

a1507:0:>Fk —Fk
Fiir X = Y1, f19; und Y =3 gfa ergibt sich also

VxY = sziai Zg]af

iagj i
ROV UIWELL)
=i(2fax ST

k=1 i 1

Dabei folgt die erste Gleichheit aus der Rechenregel fur drei lineare Zusammenhinge
VufV = (Vf)U+ fvyV. Die zweite Gleichheit ergibt sich durch Vertauschen der Summa-
tionsindizes j < k.

Sei nun (M, g) eine (semi-)Riemannsche Mannigfaltigkeit und v der Levi-Civita Zusammen-
hang von (M, g). Dann gilt:

1, 8 3 2

1
Dabei bezeichnet (g")y ,,, := ((gij)i,j)
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Beweis. Ubung (Hinweis: vergleiche Gl. (7) aus Satz 3.2). [

Definition Die Koeffizienten R?jk des Riemannsche Kriimmungstensors einer Mannigfaltig-
keit mit linearen Zusammenhang (bzgl. der Karte ¢) sind definiert durch

n
S=
also bei Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita-Zusammenhang
n
§(R(9j,0k)9i,0m) = ) Riy&ms
s=1

(Stellung der Indizes aus historischen Griinden, vgl. Kiihnel). Es gilt
R - Wi O S (e )
ij ox/ dxk & i jr jit kr

Beweis. Ubung. |

Definition Bezeichne
Ri(X,Y)Z:=g(Y,Z)X-g(X,2)Y,
ki(X,Y):=g(Ri(X, Y)Y, X).

Dann ist
CS(RIX, Y)Y, X)  k(X,Y)

7 g(RUX Y, X)) ki(X,Y)

denn:
g(Rl(X/ Y)Y, X) = g(g(Yr Y)X _g(X/ Y)Y/ X)
=g(Y,)g(X,X) - g(X,Y)?

Feststellung 3.9 Falls die Schnittkriimmung K, nur von p abhiingt, aber nicht von o c T, M abhingt,
also eine Funktion K : M — R ist, dann gilt R = KR;.

Beweis. Zunichst ist k(X,Y) = Kk1(X,Y). Die Formel zur Bestimmung von R aus k im Beweis
von Lemma 3.7 ist eine Linearkombination von Termen der Form k(aX + bY,cY +dY). Ferner
erfillt Ry(X,Y)Z dieselben Rechnenregeln (1)-(4) aus Lemma 3.6 wie R(X,Y)Z, also folgt
R =KR;. ]

Satz 3.10 (F. Schur, 1886) Wenn die Schnittkriimmung K, einer zusammenhiingenden Riemannschen
Mannigfaltigkeit der Dimension > 3 nicht von o, sondern nur vom Punkt abhingt, dann ist sie kon-
stant (hangt auch nicht vom Punkt ab.)

Beweis. Etwas spéter, da wir zuerst weitere Hilfsmittel brauchen. u

Definition Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M,g) heifst Einstein-Raum (und g eine
Einstein-Metrik), falls

Ric(X,Y)=Ag(X,Y)
fur alle X, Y, wobei A : M — R eine Funktion ist.
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Bemerkung Aquivalent dazu ist, dass die Ricci-Kriimmung

Ric(X, X)
g(X, X)

nicht von der Richtung abhédngt, sondern nur vom Punkt.

ric(X,Y) =

Beispiel Falls n = 2 oder (M, g) konstante (Schnitt-)Kriimmung K hat, dann ist (M, g) ein
Einstein-Raum, denn dann ist R = KR;, also fiir eine ONB Xj, ..., X, folgt

Ric(X1, X1) = K| Y. 8(g(X1, X1)Xi, Xi) - Y. 8(8(Xi, X1) X1, Xi)
i=1 i=1

-n -1
- K(n-1),

also allgemein (ergdnze X zu ONB (X mit g(X, X) = 1)). Ric(X, X) = K(n-1)g(X, X) fur X

beliebig, also Ric = K(n -1)g.

Beispiel Das Produkt von zwei 2-Mannigfaltigkeiten gleicher konstanter Kriimmung K ist ein
Einstein-Raum, der aber fiir K # 0 nicht-konstante Schnittkriimmung hat.

Beweis. Aufgabe. |

Satz Sei (M, g) ein zusammenhingender Einstein-Raum der Dimension > 3 mit Ric = Ag. Dann ist
A konstant. Falls n = 3 ist, dann ist (M, g) sogar ein Raum konstanter (Schnitt-)Kriimmung.

Beweis. Vgl. Kiihnel, Differentialgeometrie Satz 6.13 [
Definition Fiir f ¢ (M) definiere Vxf := Xf € F(M).

Feststellung 3.11 (und Definition) (Kovariante Ableitung von Tensorfeldern): Sei V ein linearer
Zusammenhang und A : X,(M) - X;(M) ein Tensorfeld auf M vom Typ (r,s) mit s € {0,1}. Dann
definiere die kovariante Ableitung von A in Richtung X durch

r
(VxA)(Yl,..., Y}/) = Vx(A(Yl,...,Yr)) - EA(YL-'-/YF]/ nyi,YiJrl,...,Yr).
i=1

VxA ist dann ein Tensorfeld desselben Typs wie A. VA mit VA(X,Y1,...,Yy) ist ein Tensorfeld vom
Typ (r+1,s).

Beweis. R-Multilinearitét folgt direkt aus der Definition von A und von V. Zu zeigen: Fiir
feF(M)und jedes je{l,..,n}:
(VxA)(Y1, - Yio1, £ Y, Yisa, 0 Ye) = f(VxA) (Y1, o Y, o).
Es gilt nach Definition
(VxA(Y, o, Y1, fY, Y1, 0 Yr)

= VX(fA(Yl, ey Yr)) — Zr:fA(Yl,, Yi—l/ nyl', Yi+1, vy Yr) — (Xf)A(Yl,, Yr)
i=1
(XA Y.) + FIx(A(Y1, 0 Y,)) —f(i Ao Yi1, VxYiy o Yr)) _(XF)A(Y )Y,
i=1

= f(VxA) (M1, ..., Vo)
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wegen VxfY; = fVxY;+(Xf)Y;. Ferner ist
(VA)(fX/ Yll"'/YS) = (vaA)(YlerS) = f(va)(Y]./"‘IYS)I

womit die Behauptung bewiesen ist. |

Nach Lemma 3.5 hiangt (VxA),(Y, ..., Y;) nur von Yy

lineare Funktion

p,...Yr’p ab, d.h. VxA, kann als r-multi-

TyMx---x TyM - (T,M)?

,
augefasst werden.

Schreibweise:
(VxR)(Y,2)V) = VxR(Y,Z)V - R(VxY,Z)V -R(Y,VxZ)V -R(Y,Z)VxV
(entsprechend fiir Ry).

Lemma 3.12 (weitere Rechenregeln) Sei V torsionsfreier linearer Zusammenhang. Dann gilt

(VxR)(Y,Z)V +(VyR)(Z,X)V+(VzR)(X,Y)V =0 (2. Bianchi-Identitét)
Beweis. Aufgabe. Hinweis: Argumentation dhnlich wie im Beweis von Lemma 3.6. ]

Feststellung 3.13 Fiir die (semi-)Riemannsche Metrik ¢ und zugehirigen Levi-Civita (=Riemann-
schen) Zusammenhang gilt

(V&) (XY, Z) = (Vxg)(Y,Z)
=Vxg(Y,Z)-g(VxY,Z) -g(Y,VxZ)
=Xg(Y,Z)-¢g(VxY,Z)-g(Y,VxZ) =0
(nach Gleichung (6) aus Satz 3.2) fiir alle X,Y,Z € X(M), also Vg = 0.

Feststellung 3.14 VR; = 0, wobei Ry definiert ist wie in Feststellung 3.9. D.h. VxRy = 0 fiir alle
X e X(M).
Ri(X,Y)Z =g(Y,Z)X - g(X,Z)Y

Beweis. Aufgabe. u

Beweis von Satz 3.10 Nach Feststellung 3.9 folgt R = kRy mit k € 7(M). Also
(VxR)(Y, Z)V = k(VxR1)(Y,Z)V + X(k)R1(Y, Z) V.
———
=0
Wir zeigen nun X (k) =0 fiir alle X e X(M): Furalle X,Y,Z,V) e X(M) gilt:

(VxR(Y,Z)V = X(k)(§(Z, V)Y -g(Y,V)Z)
(VYR(Z, X)V = Y(k)(§(X,V)Z-8(Z,V)X)
(VzR(X, V)V = Z(k)(g(Y, V)X - g(X,V)Y)
Addition dieser drei Gleichungen und Lemma 3.12 liefert:
0= (Z(K)g(Y, V) - Y(K)Z(Z, V)X + (X()Z(Z,V) - Z(K)g(X, V)Y
+(Y(RS(X, V) - X(K)g(Y, V))Z
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Sei X € X (M) beliebig. Da nach Voraussetzung n > 3 ist, gibt es (lokal bzgl. g) orthonormale
Vektorfelder Y, Z orthogonal zu X. Fiir V =Y folgt 0 = Z(k)X - X(k)Z, also X(k) = 0. Also k
lokal konstant, also wegen M zusammenhéngend global konstant. |

Definition Seien (M,g), (M,§) Riemannsche Mannigfaltigkeit und F : M — M eine diffe-
renzierbare Abbildung. F heifit isometrisch oder eine lokale Isometrie, falls fiir alle p € M,
X, Y eT,M gilt

gr(p) (DF,(X), DF|,(¥)) = g,(X, V).
Ein isometrischer Diffeomorphismus heifit auch eine Isometrie. F heifit konform (meist win-

keltreu), falls es eine Funktion A : M — R, gibt, sodass A(p) # 0 und

&r(p) (DFy(X),DF,(Y)) = A%(p)gp(X,Y)
firalle pe M und X,Y € T,M.

Satz Fiir je zwei Riemannsche Mannigfaltigkeit (M,g), (M,§) derselbe Dimension mit derselben
konstanten Schnittkriimmung gilt, dass es zu jedem p € M, p € M Umgebungen O von p in M, O von
p in M gibt und eine Isometrie F: O — O.

Definition Seien M, N Mannigfaltigkeiten. F : N — M eine differenzierbare Abbildung. Eine
differenzierbare Abbildung X : N —» TM mit 710 X = F, d.h. X, € Tr(,) M heifit ein differenzier-
bares Vektorfeld langs F. Abbildung:

TN 25 ™™

ﬁL / ln

N——M

ok

R R
Bezeichung )r bezeichne die Menge der differenzierbaren Vektorfelder langs F. Vr ist in
nattirlicher Weise ein F(N)-Modul und ein F(M)-Modul. Fiir f € F(M),g € F(N) und X € Vr
ist fX mit (fX), = f(p)Xp in Yr und go F € F(M), also

(goF)X e Yr, (gh)oF=(goF)(hoF).

Definition Ein Vektorfeld X lings einer (reguldren) Kurve c in M (Mannigfaltigkeit mit linea-
rem Zusammenhang V) heifdt ldngs parallel ¢, falls VX = 0. Eine reguldre Kurve c in M heifst
eine Geoditische, wenn V.¢ = 0. Wie in der Differentialgeometrie I gilt, dass jede kiirzeste
reguldre Kurve eine Geodatische ist.

Beweis. Spiter. |

Bemerkungen (i) c¢:I - M reguldre Kurve heifst also, c ist eine Immersion.

(ii) Zur Definition von V¢X fiir ein Vektorfeld X langs c: Dies soll wieder ein Vektorfeld
¢ werden. Zur Definition kann man eine Fortsetzung von X von X (in Umgebung von
c(t)) betrachten. (Vc-(t)f()c(t)
die Koordinatendarstellung bzgl. einer Karte betrachtet (konnte man auch als Definition

hiangt nicht von der Wahl der Fortsetzung ab. Wir haben

nehmen, Unabhingigkeit unter Kartenwechsel wire nachzurechnen).
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Satz 3.15 (Existenz und Eindeutigkeit fiir parallele Vektorfelder langs Kurven) Sei V ein [i-
nearer Zusammenhang fiir M. ¢ : I — M eine reguliire Kurove, ty € I,V € T,y M. Dann gibt es ein
eindeutig bestimmtes paralleles Vektorfeld Y lings c mit Yy, = V.

Beweis. Wahle Zahlen a; < ap < --- < a,, sodass I = [a1,a,] und c[a;,a;,1] jeweils im Definiti-
onsbereich einer Karte liegt. Es geniigt die Behauptung zu zeigen fiir den Fall, dass c(I) im
Definitionsbereich einer Karte ¢ liegt (dann zusammensetzen). Sei 9; := - i-tes Basisfeld bzgl.
¢. Ein Vektorfeld Y langs ¢ mit Y = 3.7 7 8], wobei 7/ : [ - R d1fferenz1erbar ist genau dann
parallel, wenn

VeY = Z( +§nj]§n;d( )(rgoc))akzo

i=1
(Koordinatendarstellung von V:Y bzgl. ¢ einsetzen), also

PRI M e (4) oc) 7 (o) =0firk=1,.,n

i<n j<n
Dies ist ein gewéhnliches leferentlalgleichungssystem 1. Ordnung. Das Anfangswertproblem

Yi<n vl (to)d; = V hat eine eindeutig bestimmte auf dem ganzen Intervall definierte Losung. m

Nach Satz 3.15 erhélt man fiir alle £y, t; € I einen Isomorphismus
Tc(to)M - Tc(tl)M: Vi Ytl,
wobei Y das eindeutig bestimmte parallele Vektorfeld langs c ist, mit Y;, = V. Die Inverse ist
gerade
Tc(tl)M - TC(tO)M/W = Ytg-
Y ist ein paralleles Vektorfeld langs c mit Y;, = W.
Man nennt diese Abbildung die Parallelverschiebung von T, )M in T, )M léngs c. Die

parallelen Vektorfelder langs c sind (in nattirlicher Weise) ein n-dimensionaler R-Vektorraum.

Satz 3.16 (und Definition) Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit mit zugehdrigem

Levi-Civita-Zusammenhang V.

(a) Die Parallelverschiebung bewahrt g, d.h. g(Y1,Y>) ist konstant fiir zwei parallele Vektorfelder lings
c.

(b) Zu jedem p € M und X e T,M\{0} gibt es eine eindeutig bestimmte maximale Geodiitische
c: 1 - Mmit Ve =0undc(0) =p,¢(0) =X.

Maximal heifst, dass I maximal ist bzgl. c.

(c) Es gibt eine Umgebung U von 0 € T, M in der die Abbildung exp,, : U - M mit exp,, X := cgf)(l)
injektiv und differenzierbar ist. ( cgf) ist die eindeutig bestimmte Geoditische nach b)). Sie heifSt die
Exponentialabbildung in p.

Veranschaulichung

Beweis. (a) Es gilt: Veg(Y1,Y2) = g(VeYr,Y2) +8(VeYa, Yp) = 0.
Die erste Gleichheit folgt wegen der Vertraglichkeit von vV mit g. Die zweite Gleichheit
folgt fiir Y7, Y, parallel langs c. Also ist g(Y7,Y2) langs c konstant.

(b) Falls c die Gleichung V¢ = 0 erfiillt, dann ist ¢ die Geodétische. In Kooridnaten bzgl. einer

dx’

Karte ¢ : O — U mit p € O: Fiir x'(t) = ¢' o c(t) setze im Beweis von Satz 3.15 ry/ = 9 = ¥/
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Dann ist die Gleichung V¢ = 0:

FE3y #HTE(c(t) =0

i=1j=1

fir k = 1,...,n. Da c(t) = ¢! (x!(t),..., x"(t)) ist dies ein gewdhnliches DIfferentialglei-
chungssystem fiir die x, ..., x" (nicht linear). Das Anfangswertproblem c(0) = p,¢(0) = X
hat in einer Umgebung (—¢,¢) von 0 eine eindeutige Losung. Diese erfiillt Ve¢ = 0, ist
also eine Geodatische (falls g(X, X) = 1, dann ist sie nach Bogenldnge parametrisiert, da
g(¢(t),¢(t)) konstant ist nach a).

Nun zur Eindeutigkeit:

Seien c1,c; Losungen des AWP mit maximalen Parameterintervallen (Definitionsberei-

chen) Iy, I,. Zu zeigen I; = I und ¢; = c».
Ji={tehink|ci(t) =ca(t) und ¢1(t) = c2(t) }.
0 € J; und J; sind offen in I n I nach lokaler eindeutiger Existenz.
J2:=hnh\i

=qtel1nly|ci(t) #co(t) oder ¢1(t) # éa(t)

fHMxM\Ay

mit Ay = {(x,x) | x € M, f(c1,c2) bzw. f(¢é1,¢2)}
J> ist also offen (als Urbild einer offenen Menge unter einer stetigen Abbildung). Also ist
J1 in I n I, offen und abgeschlossen und wegen I; n I, zusammenhdngend ist J; = 1 n
(J1 # @ Klar). Also gilt c1(t) = c2(t) und ¢1(t) = ¢2(t) in I n . Daraus folgt wegen I3, I
maximal, dass I; = I, denn
e teh
N teb
wiére sonst eine Forsetzung von ¢ und c».

(c) Ubung.

c(t)

Bemerkung g(¢,¢) ist nach a) konstant, insbesondere wechselt g(¢, ¢) nicht das Vorzeichen.
> 0 gilt stets fiir Riemannsche Mannigfaltigkeit, fiir semi- «raumartig»
g(¢,¢) =1 <0 fiir semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit «zeitartig»
=0 Nullgeoditische

Definition (Holomiegruppe) Bezeichne P° : T,M — T;M die Parallelverschiebung liangs
c: [a,b] > M mit c(a) = p,c(b) = q. Es gentigt, dass c stetig und stiickweise reguldr ist,
da die Parallelverschiebung dann aus endlich vielen Teilen zusammengesetzt werden kann
(durch Komposition).

Fiir ¢1 : [a,b] = M, cp : [b,c] > M mit c1(b) = c2(b) bezeichne ¢, * ¢ : [a,¢] — M die Kurve mit

c1(t) tela,b],
ca(t) telb,cl.

Cy *C1 =
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;' : [a,b] > M mit c;! = ¢c1(a+b-t). Dann gilt offensichtlich

(i) P2*1 = Ppaope

(i) P = ()
(iii) Pf = P ( f orientierungserhaltende Parametertransformation)
Die Menge

{P|c:[a,b] = M stiickweise regulare Kurve mit c(a) = c(b) = p,a <b e R} c GL(T,M)

(GL(Tp,M) := Gruppe der Automorphismen von T, M) ist eine Untergruppe (M Mannigfal-
tigkeit mit linearem Zusammenhang). Sie heifst die Holomiegruppe von M in p. Falls der
lineare Zusammehang der Levi-Civita Zusammenhang einer (semi-)Riemannsche Mannigfal-

tigkeit ist, dann ist die Holomogiegruppe sogar eine Untergruppe von
O(T,M, gp) == {f : T,M — T,M | f linear, bijektiv und g,(X,Y) = g,(f(X), f(Y))}.

Feststellung 3.17 Falls M zusammenhiingend ist, dann ist fiir p,q € M die Holomiegruppe von M in
p isomorph zu der in q.

Beweis. Aufgabe. |

Man spricht dann von der Holomiegruppe von M, falls (M, g) eine zusammenhdngende
semi-Riemannsche n-Mannigfaltigkeit vom Typ (n.,7n_) ist, dann ist die Holomiegruppe von
M isomorph zu einer Untergruppe von

O(ns,n_)={AeR" | ATEy, n_A=Epin_},

wobei:

-1
Beispiel Die Holomiegruppe (flaches) Mobiusband ist 2-elementig (id, Spiegelung).

Feststellung 3.18 Seien (M,g), (M,§) eine (semi-)Riemannsche Mannigfaltigkeiten —und
F:(M,g) - (M,§) eine Isometrie. Dann gilt
(a) Wenn (@) uer ein Atlas von M ist, dann ist ein Atlas ((p,fol)ad von M.

(b) Wenn ¥ bzw. V der Levi-Civita Zusammenhang fiir M bzgl. g bzw. M bzgl. § ist, dann gilt
Vprx(DEY) = DF(VxY).

(c) Wenn c: I — M eine Geodiitische in M ist, dann ist F o c eine Geodiitische von M.

(d) R(DFX,DFY)DFZ = DFR(X,Y)Z (Kriimmungstensor auf M).

Beweis. Klar, da der Zusammenhang V, Geodétische und R durch g eindeutig festgelegt sind.

Durch F werden nur die Punkte umbenannt. ]

Beispiel In S” sind die Geoditischen gerade die Grofskreise (mit geeigneter Parametrisierung,
also |¢| konstant). Der Grofskreis der Form W n S" ist ein 2-dimensionaler linearer Unterraum
von R"*1,
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Sei pe WnS", X, e T,5" \ {0} tangential an W n S". Sei sy die Spiegelung an W in R"*!. Dann
ist sy eine orthogonale Abbildung, sy

gi o 8" — S" ist eine Isometrie der Riemannsche Man-
nigfaltigkeit S" und sy (p) = p, Dsw‘po = Xp.

Sei c eine maximale Geodétische durch p (c(0) = p,¢(0) = X, Ve¢ = 0), dann ist nach Festellung
3.18 s, o ¢ ebenfalls eine solche Geodétische, also (wegen Eindeutigkeit der Geodétischen)
c =spoc,also c liegt in WnS" ist also ein Grofikreis. Durch jeden Punkt und in jede Richtung

geht ein Grofikreis. Wegen des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes sind dies alle Geodatischen.

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Definition Sei c: [a,b] — M eine differenzierbare Kurve. Dann ist ihre Lange

b
L(c) = / V2@t

Diese Kurve heifit eine Kiirzeste, falls fiir jede Kurve ¢: [a,b] - M mit c(a) = é(a), c(b) = ()
gilt: L(c) < L(¢). Sei heifit lokal Kiirzeste, falls fiir jedes t € (a,b) ein € > 0 existiert, so dass

c‘ eine Kiirzeste ist.
[t—¢,t+e]

Wir wollen zeigen, dass lokal Kiirzeste (mit g(¢,¢) # 0 konstant) auch Geodétische sind.

Satz 3.19 Sei C: [a,b] x (—¢,&) — M differenzierbar. Bezeichne cs(t) := C(t,s) und fasse cs als Kurve
auf. Sei c(t) := co(t) = C(t,0) nach Bogenlinge parametrisiert, d.h. g(¢,¢) =1, I(s) := L(c1). Dann
gilt:

aC

e . oC , b (acC
@ 1(0) _g(g (b,o>'c(b))_g(g‘wm'c(a))_/u g(g

p Véé) dt
(t0)
(b) Jede lokal Kiirzeste (mit g(¢,¢) # 0 konstant) ist eine Geoditische.

[ o5
o\ ./, S\t ot

/b 28 (50 4)
N

—_——
=1

[ 2 (s (5 ) s (2 i)
-k \8 %57 T8 55 Ve

oC oC bo(acC
=gl =| e |-g¢l=| e —/ —
g( 9s 1(5,0) ( )) g( 95 |(a,0) ( )) a g( 9s l(t,0)

(b) Skizze: Angenommen V:c(tg) # O fiir ein fy € (a,b), dann kann man ein € > 0 und eine
solche Abbildung C finden mit C(t,s) = c(t), falls |t - fo| > € so, dass g(%—f,vcc) an der
Stelle (tp,0) groer als 0 ist und das Vorzeichen in (g —¢,ty + ¢) nicht wechselt. Mit (a)

Beweis. (a) Es gilt:

d
o)==
)=+

dt beachte C(t,0) = c(t)

, Vel ) dt Hauptsatz

steht dies aber im Widerspruch zu c lokal Kiirzeste.
m

Satz (Existenz von konvexen Umgebungen, Whitehead 1932) Sei (M, g) eine Riemannsche
Mannigfaltigkeit und p € M. Dann gibt es eine Umgebung U von 0 € T, M, so dass die Exponentialab-
bildung exp ‘u : U — exp(U) ein Diffeomorphismus ist und fiir je zwei Punkte v1,v, € V := exp(U)
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Qibt es eine eindeutig bestimmte nach Bogenlinge parametrisierte Geoditische ¢ : [0,L] — V mit
c(0) = vy, c(L) = vp und diese ist die Kiirzeste in M.

Beispiel M = BULD

Bemerkung Anschluss und Zusammenhang zur Differentialgeometrie I:
Seien X,Y,Z tangentiale Vektorfelder lings einer C*-n-Hyperfliche f : U — R™! (U c R"
offen) und eine Einbettung.

Dann gilt die Gaufigleichung
R(X,Y)Z =VxVyZ-VyVxZ-VixyZ
=g(LY,Z)LX - g(LX, Z)LY,
wobei L die Weingartenabbildung L := ~-DN o (Df)~! und g die von (-,-) (auf R"*!) induzierte
Riemannsche Metrik auf f(M) ist. Also ist (LY, Z) =II(Y, Z) die zweite Fundamentalform.
Falls Xj, ..., X;, eine ONB aus Hauptkriimmungsrichtungen mit Hauptkriimmungen ki, ..., k,,
d.h. X; sind die Eigenvektoren von L mit Eigenwert k; (L(X;) = k;X; und beachte: L ist selbst-
adjungiert bzgl. ¢, d.h. g(LX,Y) = g¢(X,LY) fiir alle X, Y). Dann ergibt sich
R(Xi, X;) Xy = kjbjcki Xi — kibk; X = kik; (65X — 65 X;) ,
und damit
. " 0 furj+k
Ric(Xj, X) = > §(R(Xi, Xj) X, X;) = _
i=1 ki Yk furj=k

Fiir die Schnittkrimmung gilt
n
S= 2 Z klk] = n(n—l)Kz,
j=li=1,i#]
wobei K; = ﬁ Yicjkiki = ﬁ Yizjkik; die elementarsymmetrische Kriimmung (fiir n = 2 die
Gaufskriimmung).

Definition Eine (semi-)Riemannsche Mannigfaltigkeit heifst (geoditisch) vollstindig, wenn
jede Geoditische auf R definiert werden kann.

Lemma 3.20 (und Definition) Sei X ein differenzierbares Vekorfeld auf einer n-Mannigfaltigkeit

und p € M. Dann gilt (als Folgerung aus der Theorie der gewdhnlichen Differentialgleichungen)

(a) Zu jedem p € M gibt es eine eindeutig bestimmte Kurve ¢, : I, - M mit ¢, (0) = 0,¢p(t) = Xy,
wobei I, das maximale Intervall um t = 0 mit dieser Eigenschaften ist. ¢, heifit eine Trajektorie
(oder Integralkurve).

(b) Es gibt eine offene Umgebung U von (O, p) in R x M, so dass dort die Abbildung ¢ : U — M mit
@(t,q) := ¢1(q) = cq(t) definiert und differenzierbar ist (also %—f‘(tq) = Xoetg) = 9(0,9) = q. ¢
heifit lokaler Fluss um p.

(c) Falls ¢ auf R x M definiert ist, dann nennt man X (und ¢) vollstindig.

In diesem Fall gilt @i.s = @i@s fiir alle s, t € R. Die Abbildung t — ¢y ist also ein Gruppenhomo-
morphismus, (R, t) — Gruppe der Diffeomorphismen von M — M. Damit ist {¢@; | t € R} ist eine
1-Parametergruppe von Diffeomorphismen.

9

(d) Falls X, # 0, dann gibt es ein Koordinatensystem xl,..,x" um p mit X = 5T
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(e) Es gilt
1
[X, Y], =lim - (Dg-t(Ypp) = Yp)

wobei ¢ der lokale Fluss von X um p sei.

Satz (a) Jede n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter (Schnitt-)Kriimmung 0,
+1 ist lokal isometrisch zu einer offenen Teilmenge von R" bzw. S" bzw. H".

(b) Jede (geoditisch) vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter (Schnitt-)Kriimmung
0, £1 ist isometrisch zu einem Quotienten von R", S" bzw. H" nach einer Untergruppe der Iso-
metriegruppe E(n) (Bewegungsgruppe) bzw. O(n + 1) bzw. O, (n, 1), welche diskret (Orbits, Bil-
der von einem Punkt, haben keine Hiufungspunkte) und fixpunktfrei operiert (g(x) = x fiir ein

x = ¢ =id).

Beispiel Sein =2, S2.
O(3): Die einzige fixpunktfreien diskreten Untergruppen sind {id} und {id, -id}
s2 RP2

R?: Z erzeugt durch eine Translation #;

Z erzeugt durch eine Gleitgespiegelung

Gruppe = Z? wird erzeugt von 2 linear unabhéngigen Translationen t;,t; Torus
2 2

t

Gruppe wird erzeugt von einer Gleitspiegelung « und einer Translation ¢, (a~, t* linear

unabhéngig)

Sein =3, S5.
O(4) mit:

2mm o34 27T O
COs =% Sm =

s 2mtm 2tm
sin % COSs T

27tm s 2rtm

COos T —Sin X

O s 27Tm 2tm
Sin % COS %

4 Lie-Gruppen

Definition Eine Lie-Gruppe ist eine Gruppe G mit einer differenzierbaren Struktur, so dass
die Abbildung - : G xG — G, mit -(x,y) := xy und ' : G - G, x = x~! differenzierbar sind.
Bezeichne e das neutrale Element von G.

Bemerkung Daraus folgt, dass die Linkstranslation L, : G = G mit Ly(y) = xy und die Recht-
stranslation Ry : G = G mit R,(y) = yx Diffeomorphismen sind.
Beachte: Ly, = Lyo Ly, denn Ly, (z) = (xy)z = x(yz) = (Lx o Ly)z.

Definition Ein differenzierbares Vektorfeld Y auf G heifst links-invariant, falls DLyoY = Yo
Ly fiir alle x € G, also Y, (f o Ly) = Yu,(f) fiir x,u € G, f € F(G).
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TG 22 TG

Pl

X

Y ist dann durch Y, eindeutig bestimmt, mit Y, = DL, Y.

Bemerkung Y o L, ist kein Vektorfeld auf G, sondern ein Vektorfeld langs L,.
In der zu DLy oY = Y o L, dquivalenten Gleichung Y = DLyoY oL, 1 (beachte L,-1 = (Ly)™h
stehen links und rechts Vektorfelder auf G.

Satz 4.1 Wenn X,Y links-invariante Vektofelder sind, dann ist auch das Vektorfeld [X,Y] links-
invariant.

Beweis. Seien X,Y links-invariante Vektorfelder, d.h. fiir alle 2 € G und alle f ¢ F(G) ist
(Xf)oLys=X(foLs)und (Yf)oL; =Y(foL,). Damit
DL, [X, Y] f = [X, Y] (f o L)

= X(Y(foLa)) - Y(X(foLa))

= X((Yf)oLa) - Y((Xf)oLa) (links-invariant)
=X(Yf)oLs-Y(Xf)oL, (links-invariant)
= (X(Yf)-Y(Xf))oLa
= ([X,Y](f)) e La

]

Definition Fiir X,,Y, € T,G definiere [X,,Y,] := [X,Y],, wobei X, Y die zu X,, Y, eindeutig
bestimmten links-invarianten Vektorfelder sind. Mit dieser Operation wird T,G zu einer Lie-
Algebra G.

Die Elemente von G betrachten wir entweder als Elemente von T,G oder (in eindeutiger Weise)
als links-invariante Vektorfelder auf G.

Definition Eine Riemannsche Metrik g auf G heifst links-invariant, falls

gy(“rv) = gxy(D(Lx)y”/D(Lx)yv)
fir alle X, Y € G, u, v € T,,G gilt, d.h. Ly fiir alle x € G eine Isometrie ist.

Feststellung 4.2 Sei auf G = T, G eine positiv definite symmetrische Bilinearform (-,-) gegeben. Dann
erhilt man eine links-invariante Metrik durch

gx(1,0) = ((DLy-1)xu, (DLy1)x0),
fiiralle x € G, u,v € T,G.

Analog definiert man eine rechts-invariante Metrik R, (die fiir alle g € G eine Isometrie ist).

Satz 4.3 (a) Falls G eine kompakte Lie-Gruppe ist, besitzt G eine bi-invariante (d.h. links- und
rechts-invariante) Riemannsche Metrik.
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(b) Eine links-invariante Metrik g auf G ist genau dann bi-invariante, wenn fiir alle U, V, X € G gilt
g([U,X] 7 V) = _g(ul [VIX])

Satz 4.4 Sei G eine Lie-Gruppe, G die zugehorige Lie-Algebra und g eine bi-variante Metrik auf G.
(a) g(X,VvvyY) = g(Y,[X,Y]) fiir links-invariante Vektorfelder X, Y, V der lineare Zusammenhang
zZu g
(b) Die Geodiitische ¢ : R — G mit c¢(0) = e sind genau die 1-Parameter Untergruppen von G (d.h. fiir
alles, t e R: c(s+t) = c(s)c(t) und c differenzierbar)
(c) Seien X, Y, Z links-invariante Einheitsvektorfelder auf G. Dann gilt
(c1) VxY =3[X,Y]
(c) R(X,Y)Z=-3[[X,Y],Z]
(c3) Falls X, Y orthonormal sind, dann ist die Schnittkriimmung K(X,Y) = }Ig([X, Y], [X,Y])
(cs) Ric(X,Y) = }1 >i,8([X, Ei],[Y,Ei]), wobei E, ..., E, eine ONB (bzgl. g) von G ist.

Beweis. Spater. |
Feststellung 4.5 Jedes links-invariante Vektorfeld X auf einer Lie-Gruppe G ist vollstindig.
Beweis. Aufgabe. u

Feststellung 4.6 (und Definition) Fiir X € G setze epr}T( o= ¢(e), wobei ¢ der Fluss von X (als

links-invariantes Vektorfeld) ist.
(a) Die Kurve
R - G
t — exp(t,X)
ist die Trajektorie des links-invarianten Vektorfeldes, die in e startet. Insbesondere ist

d
@ exp(tX)‘O = X.

(b) Der Fluss von X ist gegeben durch
RxG - G
(t,g) + gexp(f,X).

0
AeC*™ A= (cg az)/|ﬂ1| = |az| = 1}-

te ]R} ist nicht abgeschlossen in 5! x S! (keine Lie-Untergruppe).

Beispiel Die Lie-Gruppe S' x S! mit der Darstellung {A

et 0
Die Untergruppe 0 oVE

Beispiele fiir Lie-Gruppen (i) Ein besonders wichtiges Beispiel sind die abgeschlossenen
Untergruppen der allgemeinen linearen Gruppe GL(n,K), wobei K € {R,C}.
(i) GL(n,K) < K™ ist offen, denn das Urbild von K \ {0} unter der stetigen Abbildung
det.
(iii) SL(n,K) :={A e GL(n,K) | det A = 1} ist eine abgeschlossene Untergruppe von GL(#,K)
und ein Normalteiler, denn det : GL(n,K) - (K \ {0}, -) ist ein Homomorphismus.
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Sei B € GL(n,R). Dann bezeichne

O(B) := {AeGL(n,R) | ATBA = B} c GL(n,R)
die «orthogonale Gruppe bzgl. B».
Fiir A € O(B) ist (B"1ATB) = E. O(B) ist eine Untergruppe von GL(1n,R)

Bewelis. A{BAl = B, AEBAZ =B — (AlAz)TB(AlAz) = Ag(A{BAl)Az = B) |
—
B

Speziell gilt

(i) O(n) = O(E,) die orthogonale Gruppe,

. E, 0

i) O(ny,mp) =0 ,

(ii) O(n1,n2) 0 -E,

(iii) SO(B):= O(B)nSL(n,R),
(iv) SO(n) :=0(n)nSL(n,R) die spezielle orthogonale Gruppe,
(v) GL(n,R)*:={A e GL(n,R) | det A > 0}.

Analog im Komplexen. Sei B € GL(n,C). Dann bezeichne
U(B):={AeGL(n,C)|A*"BA=B }cGL(n,C) (A":=AT)
U(B) ist eine abgeschlossene Untergruppe von GL(n,C).
Speziell gilt
(i) U(n) = U(E,) unitire Gruppe,
(i) SU(B):=U(B)nSL(n,C),
(iif) SU(n):=U(n)nSL(n,C) die spezielle unitire Gruppe.

Die Exponentialfunktion
exp : K" - GL(n,K)
ist definiert durch (X" = E)
oo Xk
expX =) R
k=0 ™*

Diese Reihe konvergiert absolut.

ieGrp-07 | Feststellung 4.7 (a) Falls XY =YX, dann gilt: exp(X+Y) =exp Xexp Y
(b) Es gilt: exp X € GL(n,K)
(c) A(expX)A™' = (exp(AXA™) fiir X e K™, A e GL(n,K)
et *

an * ef22

(d) Wenn A = eine obere Dreiecksmatrix ist, dann ist exp A = .
0 a '
2 0 i
(e) detexp X =X
() exp((t1 +t2)X) = exp(t1 X) exp(£2X)
(g) Dexp |0 =E

Beweis. (a) - (d), (f), (g) Einfach.
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Zu (e): Fasse X als Matrix tiber C auf. Dann ist X trigonalisierbar, also gibt es S € GL(n,C) mit

a1 *
X =571 AS, wobei A = - Somit
0 ax
detexp X = detexp (S AS) = det (S (exp A)S) = detexp A = ™1 ... e eZi%i = o4 = o X
Insbesondere ist dann detexp X = ™% > 0. |

Der Logarithmus
Bezeichne Bop (X, 7) := {Y | |[Y = X|op < r}. Dann definiere
log:Bop(E, 1) — K™

) (X _ E)k
X s Z(_l)k+1—
k=1 k
(konvergiert absolut fiir | X - El|op < 1).
Feststellung 4.8 (a) explog X = X fiir alle X € Bop(E, 1)
(b) logexp X = X fiir alle X € Bop(0,In2)
Beweis. Nachrechnen. |

Satz 4.9 Sei G ¢ GL(n,K) eine abgeschlossene Untergruppe. Dann ist G eine Lie-Untergruppe von
GL(n,K) (d.h. Untergruppe und Untermannigfaltigkeit). Bezeichne G := {X ¢ K"™" | expRX c G}.
Dann gilt: G ist in natiirlicher Weise isomorph zu TgG (E Einheitsmatrix), also eine Lie-Algebra, mit
[X,Y]=XY-YX¢eG und dimG = dimp G.

Beweis. Spiter. |

Definition L(G) := G = TgG heifit die zu G gehorige Lie-Algebra.
gl(n,K) := L(GL(n,K)) = K"™".

Die Lie-Algebren einiger Beispiele abgeschlossener Untergruppen von GL(7,K) und weitere
Notationen:
(@) SL(n,K)={AeGL(n,K)|detA=1}

sl(n,K):= L(SL(n,K) ={X e K" |Vt e R: detexptX =1}

= {X e K" |VteR:e! "™ =1} = {X e K™ | tr X = 0}

(b) O(B) = {X e R™" | XTBX = B} mit B € GL(n,IR), dann gilt

0(B) =L(O(B)) = {X e R*™" | X"B+BX =0}

Beweis. Es gilt XTBX = B <= X! = BX"1B~! . Dann gilt fiir alle t ¢ R

exp(tY)T = B(exptY) B! = exp(~tBYB™!) <= YT = -BYB! <= YTB + BY = 0. |
=exptYT
(¢) G=U(B) mit Be GL(n,C).

u(B) = L(U(B)) = {X ¢ C™* | X*B+ BX == 0)

Beweis. Analog, mit exp A = exp A. .
(d) L(O(n)) = {X e R™" | XT = -X}

L(U(n)) = {X €C™" | X" =X},
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¢ 5] ¢ %) (e o))

AT T -A -B
BT -pT C D

A B
Insbesondere: L(O(ny,ny3)) = { (C D) e R

also L(O(nq,ny)) = {(;T i)

ieGrp-10| Satz 4.10 Zu jedem X € T,G gibt es eine eindeutige (differenzierbare) 1-Parameter Untergruppe fx
mit D fx‘o(l) = X. Also gibt es eine natiirliche Bijektion zwischen der Menge der differenzierbaren

AT=-A,CT - —c}.

1-Parameter Untergruppen von G mit T,G.

Beweis. Setze X eindeutig zu einem links-invarianten Vektorfeld fort, das wieder mit X be-
zeichnet wird. Betrachte die DGL

Dfi(1) = Xf(1)- (*)
Diese hat in einer Umgebung (-¢,¢) von 0 eine eindeutige Losung f : (—¢,€) — G mit f(0) =e.
Dann ist fiir ein festes s € (—%, %), tf (s)‘1 f(s+t) ebenfalls eine Losung im Intervall (—%, %),
also gilt wegen der Eindeutigkeit f(s)™ f(s+t) = f(t), also f(s+t) = f(s)f(t).
Fiir t € R wahle N € N mit ‘I\i]| < 5. Setze f(t):=f (%)N Dies ist wohldefiniert, denn wenn M

ebenfalls eine solche Zahl ist, dann ist f (%)N =f (L)NM =f (ﬁ)M

NM
f differenzierbar ist klar. f ist Gruppenhomomorphismus, da fiir ‘% , §| <5
Fls+t) —f(s—”)N —f(i)Nf(i)N - F&)F ()
JUNT AN N/ '

Also ist f eine differenzierbare 1-Parameter Untergruppe mit Dfo(l) = X. Die Eindeutigkeit
folgt aus der Eindeutigkeit der Losung f der Gleichung. |

Definition Die Exponentialabbildung exp : T.G — G ist definiert durch exp X = fx(1), also
exp(tX) = fix(1) = fx(b).

ieGrp-11| Feststellung 4.11 exp ist differenzierbar (bzw. analytisch, falls G analytisch).

Beweis. Sei X € G, fx(t) die Losung der DGL ().
Dann ist (a,b) — L,b = ab differenzierbar (bzw. analytisch), also ist die Losung differenziarbar
(bzw. analytisch) fiir [t/ < e und X in einer Umgebung von X,. Wéahle N € IN mit % < &. Dann

istexp X = fx(1) = fx (%,)N in einer Umgebung von X, differenzierbar. n

ieGrp-12| Lemma 4.12 Sei X ein links-invariantes Vektorfeld und fx die zu X, gehorige 1-Parameter-Untergruppe.
Dann gilt fiir ¢ € F(G)

e = tim P =000

Beweis. Nachrechnen. [}

ieGrp-13| Feststellung 4.13 Es gilt: Dexp ‘0 =idr,c.
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Beweis. Fiir alle X € G, ¢ € F(G) gilt:
Dexp

TG — TG
nL l”
g —op G
Damit:
LieGrp-12) .. tX) - e
Dexpl,X(¢) = Xo(goexp) X lim ¢(exp t> 9(e)
- lim (P(ftx(lz) -¢le) _ lim Go(fx(t)t) — ¢(e) (LieGrp-12) X()

Definition und Folgerung Es gibt eine Umgebung U von 0 € T.G, so dass exp ‘u U —expU
ein Diffeomorphismus ist. Die Umkehrabbildung (defineirt auf einer Umgebung von ¢) wird

mit log bezeichnet.

Definition Sehen G, H Lie-Gruppen. Ein Lie-Gruppen-Homomorphismus ist ein Gruppen-
homomorphismus f : G - H, der differenzierbar ist.

Feststellung 4.14 Sei ¢ : G - H ein Lie-Gruppen-Homomorphismus , dann ist das folgende Dia-

gramm kommutativ:

De.
T.G —T.H
expl Lexp
G H

Beweis. Sei X € G,, fx die zugehorige 1-Parameter-Untergruppe von G. Dann ist g o fx die
zu Dy, X gehorige 1-Parameter-Untergruppe, also

exp DX = fpy,x(1) = o fx(1) = pexp X.

Satz 4.15 Sei f : G - H ein stetiger Gruppenhomomorphismus. Dann ist f differenzierbar (bzw.
analytisch, wenn G, H analytisch sind).

Seien im Weiteren die Lie-Gruppen als analytisch vorausgesetzt. Sei G eine Lie-Gruppe und
G die zugehorige Lie-Algebra.

Satz 4.16 (Campbell-Barker-Hausdorff (CBH)) Seien X, Y € G. Dann gibt es ¢ > 0 und
Z:(-¢¢€) > G, sodass fiiralle t € I := (—¢,¢) gilt
exp(tX) exp(tY) = exp(Z(t)),
wobei
Z(t) := i " Zm(X,Y),
m=1



ieGrp-17

ieGrp-18

91 Lie-Gruppen

mit
Z1(X,Y)=X+Y,
Za(X,Y) = [X Y],

Z3(X,Y) = [[X Y], Y]- [[X,Y],X]-
Insbesondere folgt aus [X,Y] =0, dass exp X expY = exp(X +Y).

Beweis. Definiere Z(t) := exp ! (exp(tX)exp(tY)) in einer hinreichend kleinen Umgebung
I:=(-¢,€) von 0. Z(t) ist analytisch (exp analytisch, Dexp ‘0 =1id), also
Z(t) = Y t"Zyu(X,Y) fiir gewisse Z,.

m=1
Fiir eine in einer Umgebung von e analytische Funktion f haben wir fiir das zu X gehorige

links-invariante Vektorfeld

XX (X(N)) = Xf = Sf(exp(ix))]

also
X"Y"f = Bat” aamf(exp(tX) exp(sX)

also ist die Potenzreihenentwicklung
f(exp(tX) exp(sY)) = Z Z
Andererseits ist (schreibe Z,, fiir Z,,(X,Y))

f (exp i thm(X,Y)) = flexp(tZy + 2 Zy +1373)) + O(t*)

m=1

7
s,t=0

(X"Y™(f))(e)-

n g
I'm!

3|”‘

_ i%(tzl + 22y + PZ3)" () (e) + O(1).
Setze oben s =t und Koefﬁzientenverlgiech (an der Stelle e) ergibt
1. Ordnung: & O,X(f) o 1,Y(f) =tZy(t),also Z; = X +Y.
2. Ordnung: £ (3X*(f) + XY (f) + 3Y*(f)) = t2 (Zz(f) +323()) = £ (Za(F) + ;<X+ )*(H),
also Zo(f) = (3X*+ XY + 3Y2 - 1 X2 - IXY - LyX - 1Y?) (f) = J(XY - YX)(f) = 3 [X, Y] (f).
Term 3. Ordnung entsprechend.
Wenn [X,Y] = 0, dann ist XY(f) = YX(f). Hieraus folgt durch direktes Nachrechnen, dass
exp(X+Y)=expXexpY. n

Bemerkung Allgemein ist Z,,,1(X,Y) eine «Lie-Klammer m-ter Ordnung».

Satz 4.17 Sei H eine abgeschlossene Untergruppe einer Lie-Gruppe G. Dann ist H eine Lie-Untergruppe
und H = {x € G | exptX € H fiirallet ¢ R} die zugehorige Lie-Algebra und H ist eine Lie—
Unteralgebra von G.

Definition Eine Lie-Algebra G heifit kommutativ, wenn [X, Y] =0 fir alle X, Y € G.

Feststellung 4.18 Eine zusammenhingende Lie-Gruppe G ist genau dann kommutativ (abelsch), wenn
ihre zugehorige Lie-Algebra kommutativ ist.
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Beweis. Wahle Umgebung U von 0 in G und V von e in G, so dass exp|u : U - V ein
Diffeomorphismus ist. Sei G kommutativ. Sei W c U offen, mit e ¢ W und W-W c V. Fiir u,
veWgibtes X, Y e U mitu=expX, v=expY, also nach CDH

uv =exp XexpY =exp(X+Y) =expYexp X = vy,
also ist W kommutativ. Da G zusammenhédngend, ist W ein Erzeugendensystem von G, also

G kommutativ.
Umgekehrt: Aus G abelsch folgt

exp(tX)exp(tY) =exp (t(X+ Y) + —[X, Y]+ O(t3))

exp(tY)exp(tX) = exp (t(Y +X) + —[Y, X]+ (’)(tS))
also [X,Y]=[Y,X]=-[X,Y],also [X,Y]=0. ]

LieGrp-19| Folgerung 4.19 Falls G abelsch ist, dann ist exp : G - G ein Gruppenhomomorphismus, d.h.
exp(X+Y)=expXexpY fiiralle X, Y €g.

LieGrp-20| Feststellung 4.20 Wenn G abelsch ist, dann ist kerexp eine diskrete Untergruppe von G, da exp

sowohl ein lokaler Diffeomorphismus als auch ein Gruppenhomomorphismus ist.

LieGrp-21| Satz 4.21 Die einzigen zusammenhingenden abelschen Lie-Gruppen sind bis auf Isomorphie T" x R",
wobei T" der n-dimensionale Torus T" = R" /7" ist (T" = (S1)").

Beweis. Wegen G zusammenhidngend und abelsch ist exp ein surjektiver Gruppenhomomor-
phismus, also G = G /kerexp. Also Gruppe ist G = R¥ und kerexp eine diskrete Untergruppe
von R¥ und als solche von der Form ZX; @ --- ® ZX,, mit X3, ..., X, linear unabhéngig (Gitter).
Ergédnze das zu einer Basis X, ..., X, also G2z R/Z & ---eR/7Z o RF™. [ ]

Eine kompakte zusammenhidngende abelsche Lie-Gruppe ist also ein Torus (isomorph zu
(S1)™). Sei G eine kompakte Lie-Gruppe. Eine Untergruppe T heifit ein Torus, falls T c G
mit T = (S1)"™.

Ein Torus heifit maximal, falls er maximal (bzgl. <) unter allen in G enthaltenen Tori ist.
Jeder Torus ist in einem maximalen Torus enthalten (beachte eine Folge von echt in einander
enthaltenden Tori T ¢ T1 ¢ T> ¢ --- ¢ G, dann liegen die zugehorigen Lie-Algebren auch strikt
ineinander und die Folge endlich, also dim G < o).

Satz Je zwei maximale Tori in einer kompakten zusammenhingenden Lie-Gruppe G sind zueinander
konjugiert, d.h. Ty = ¢T1¢7! fiir ein ¢ € G. Jedes Element von G ist in einem maximalen Torus enthalten
(und damit exp surjektiv).

Definition Der Rang einer kompakten zusammenhidngenden Lie-Gruppe ist die Dimension

eines (und damit jedes) maximalen Torus.

Beispiel U(n) hat Rang n. Ein maximaler Torus ist
an 0
T" = |ai,'| =1
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SO(n) hat Rang m := [%J Betrachte

coswmy sinaq 0
m —sinw; Cos g

0 block

Die adjungierte Darstellung und die Killingform

Sei x € G. Dann definiert I, : G - G durch I;(y) := xyx™! (innerer Automorphismus, in der
Literatur auch Ad).

Offenbar gilt I, ist differenzierbar und I, (y1y2) = L:(y1)Ix(y2), I = id,

L (y) = X2y (v1x2) ™ = 21 2y )1 = Iy Ly (),
also ist I, ein Automorphismus von G und I : G - AutG ein Gruppenhomorphismus.
Bezeichne GL(G) die allgemeine lineare Gruppe des Vektorraums G ist und L(G,G) den Vek-
torraum der linearen Abbildung G - G.

Definition Das Differential Ad x := (DIy). : G — G in e heifit die adjungierte Abbildung.

Nach Kettenregel folgt Ad(xy) = Ad xoAdy und (Ad x)~! = Ad x 1. Also wird durch x ~ Ad x
ein differenzierbarer Homomorphismus von G in GL(G) definiert:

Ad:G-~G
Dieser Homomorphismus Ad heifst die adjungierte Darstellung von G. Die Abbildung von
Ad in e heifst die adjungierte Darstellung von G. Definierte weiter

ad := (DAd),,ad: G - L(G,G),

wobei L(G,G) den Vektorraum der Endomorphismen des Vektorraums G bezeichnet. Fiir fes-
tes X € G heifit ad X auch die Adjungierte von X.

Satz 4.22 Es gilt ad X(Y) = [X,Y].

Beweis. Nach Festellung 4.14 ist fiir einen Lie-Gruppen-Homomorphismus ¢ : G - H das
Diagramm
Do,

G——H
o o
G-—?7>ff
kommutativ. Also mit @ = Iexpx folgt Iexpix © exp = exp o Ad exp(£X), also
exp Ad(exp(tX)(tY)) =exp(tX)exp(tY)exp(tX)™!

—_———
exp —tX

(CBH) exp (t(x +Y)+ %tz [X,Y]+ (’)(t3)) exp(~tX)

(416) exp t(X+ Y + %t [X,Y]- X) - %tz [X+Y,X] +(9(t3)

| —
_[X/Y]

£20 exp (tY + X, Y]+ O(t3)) ,
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also:
Adexp(tX)Y =Y +t[X, Y]+ O(+)||exp(D Ad.(tX))Y
Durch Ableitung nach t an der Stelle 0 folgt
DAd,(X)(Y) = [X, Y] [lad(X)(Y)

Satz 4.23 (Vertriglichkeit mit Homomorphismen) Sei @ : G - G’ ein Lie-Gruppen-Homomor-

phismus. G = T,G,G' = T,G'. Setze ¢ := D®,. Dann gilt

(@) poAdx=Ad(Px)og

(b) ¢ :G — G’ ist ein Lie-Algebren-Homomorphismus, d.h. ¢ ist linear mit ¢ [X,Y] = [¢X, Y] fiir
alle X, Y €@.

Beweis. Es gilt:

D(Ie(y)) = P(xyx™") = P()D(Y)P(x) ™" = Loy (P(Y))
Die Ableitung nach Y in e ergibt
DO, (Ad X(Y)) = AdD(x)((DP),Y).

——
¢

Ableitung nach X in e gibt
¢[X, Y] = ¢(ad X(Y)) = (ad 9X)(9Y) = [¢X, ¢Y].

n
Bemerkung L(G,G) ist in nattirlicher Weise eine Lie-Algebra mit [X,Y] = XY -YX.
Feststellung 4.24 ad: G — L(G,G) ist sogar ein Lie-Algebren-Homomorphismus, d.h.
ad[X,Y]=[ad X,adY]=ad XadY -ad Yad X.
Beweis. Folgerung aus Satz 4.23. Setze ® = Ad, dann ist ¢ = D®, = ad. |

Im Weiteren: ad X(Y) = [X, Y].

Definition und Feststellung Die B auf G wird definiert durch
B(X,Y):=tr(ad XoadY) fiir alle X,Y € G.

Sie ist offensichtlich eine symmetrische Bilinearform auf G.

Definition Eine Bilinearform auf G heifst invariant, wenn sie unter Ad invariant ist im fol-

genden Sinn

(X,Y)=(Ad(g)X,Ad(g)Y) fiiralle g G, X,Y €G.

Satz 4.25 (a) Fiir alle Z € G ist ad Z schiefsymmetrisch bzgl. der Killingform B, d.h.
B(adZ(X),Y)+B(ad Z(Y),X) = 0.

(b) B ist invariant.
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Beweis. (a) Mit der Jacobi-Identitat folgt
(X [Z, 1Y, W+ [[Y, W], [X, Z]] + [Z,[[Y, W], X]] = O,
also
[Z, X, 1Y, W]I] = [X, [Z,[Y, WII] + [[Z, X], [Y, W]]
=[X[Z YL W+ [X[Y, [Z W1+ [[2, X], [Y, W]].
Mit [X, Y] = ad X(Y) ergibt sich
(adZoadXoadY)(W)=ad Xoad(ad Z(Y))(W) + (ad Xoad Y oad Z)(W)
+adadZ(X))oad Y(W).
Durch Spurbildung (bzgl. W) folgt, wegen tr(ad Zcad XocadY) =tr(ad Xocad Y oad Z)
O0=tr(ad Xoad(ad Z(Y)) + tr(ad(ad Z(X)) cad Y) = B(X,ad Z(Y)) + B(ad Z(X), Y).

(b) Fiir einen Lie-Algebren-Automorphismus ¥ : G - G folgt aus ¥ [X,Y] = [¥(X),¥(Y)],

dass Yoad X = ad(¥X) oY, also ad(¥X) = ¥ oad X o ¥}, also inbesondere ¥ = Ad und

damit
B(Adg(X),Adg(Y)) =tr(ad Adg(X)cad Ad g(Y))
- tr(Adgoad X o (Adg) ToAdgoad Yo (Adg)™)
=tr(ad XecadY) = B(X,Y).

Definition Eine Lie-Gruppe heifst halbeinfach, wenn die Killingform B ihrer Lie-Algebra
nicht degeneriert (ausgeartet) ist.
Achtung: Entspricht nicht ganz der tiblichen Definition.

Definition Das Zentrum Z(G) einer Gruppe ist definiert als
Z(G):={geG|gh=hg fir alle h €« G}.

Das Zentrum Z(A) einer Lie-Algebra ist definiert als
Z(A):={aecA|[ab]=0fturallebe A}.

Satz 4.26 Falls G halbeinfach ist, so ist Z(G) = 0 und Z(G) diskret.

Beweis. Z(G) = kerad. Damit

X ckerad = ad X =0 = ad Xad Y =0(Y ¢ G) = B(X,Y) = 0(Y ¢ G) "= x —
Also ist Z(G) = 0, also ist Z(G) diskret, somit die zugehorige Lie-Algebra Z(G) = 0 0-
dimensional.
Angenommen Z(G) wire nicht diskret, dann gibt es a € G und exp(ta) € Z(G) fur alle t € R,
dann folgt fiir alle b e G

exp(ta) exp(tb) = exp(th) exp(ta)

und damit [a,b] = 0 nach CBH. |

Das Haar’sche Maf§
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Satz und Definition Sei G eine kompakte toplogische Gruppe (-,”! stetig). Dann gibt es genau ein
links-invariantes WahrscheinlichkeitsmafS y auf der Borel-o-Algebra B(G) (offenen Mengen und mit
der von ihnen erzeugten o-Algebra). y heifit das (normierte) Haar’sche Ma8.

Links-invariant heifit hier: u(gM) = u(M) fiir alle M € B(G), g € G.

Satz 4.27 Eine zusammenhingende, halbeinfache Lie-Gruppe G ist genau dann kompakt, wenn ihre
Killingform B negativ definit ist.

Beweis. Sei G kompakt, dann folgt: B ist negativ definit.
Wihle ein beliebiges Skalarprodukt (also eine positiv definite symmetrische Bilinearform)
(-,-)1 auf G. Definiere dann fiir ein Haar’sches Maf3 u

(X,Y) = /g _(Adg(), Adg(y)u(ds).

Dann ist (-,-) invariant unter Ad, d.h. (X,Y) = (Ad g(x), Ad g(y)) fir alle g € G, also Ad g eine
orthogonale Abbildung auf G (bzgl. (-,-)).

Die Matrix Ad X ist damit bzgl. einer ONB Xj, ..., X,, bzgl. (-,-) eine schiefsymmetrische Matrix
(aij)ij. Also

B(X,X) =tr(ad Xad X) = Z Zﬂi]‘ﬂji = Z—afj <0
L] L]
und damit B negativ semidefinit, also ist B wegen G halbeinfach negativ definit.
Die Riickweg ist schwerer und wird hier nicht gezeigt. |

Folgerung Auf einer zusammenhdngenden, halbeinfachen, kompakten Lie-Gruppe haben wir

also in natiirlicher Weise eine invariante Riemannsche Metrik, namlich -B.

Feststellung 4.28 Die Menge der bi-invarianten Riemannschen Metriken auf G steht in natiirlicher
Bijektion zur Menge der (Ad)-invarianten Skalarprodukte auf G.

Beweis. Schreibe g x ¢! = LgR,1(X), also Ad g(X) = DLgDR,1(X) ((-,-))-invariant:
— (Adg(X),Adg(Y)) = (DLyDR, 1 X,DLgR, 1Y)
L-invariant (DR X, DR 1Y) Reinvariant (3 yy
Umgekehrt, wenn ein (Ad)-invariantes Skalarprodukt (-,-) auf G gegeben ist, dann ist die
links-invariante Metrik zu (-, -) auch rechts-invariant:
(X,Y)=(Adg(X),Adg(Y)) = ... = (DRg1 X, DRY),

also rechts-invariant. ™

Durch Ableitung an der Stelle e von D Ad, = ad folgt
0=(adZ(X),Y)+(X,ad Z(Y)) =([Z,X],Y) +(X,[Z,Y]),
also die Invarianzeigenschaft

(X, [Zr Y]> = <[X,Z] /Y)'

Feststellung 4.29 Sei g eine links-invariante Metrik. Fiir links-invariante Vektorfelder X, Y ist g(X,Y)
konstant.
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Beweis. g(Xu, Y, )ﬂ links—ir;variant g( (DLu )Xe, (DLa)Ye)e links—ir;variant g(Xe, Ye)e -

Beweis von Satz 4.4. (b) Sei X ein links-invariantes Vektorfeld mit der 1-Parametergruppe
c(t) =exptX, dann gilt ¢ = X, also V¢ = VxX = % [X, X] =0. Da X beliebig war, haben wir
damit alle Geodatischen durch e gefunden (wegen der Eindeutigkeit).

(c1) Nach der Koszulformel folgt
1
§(VxY,Z) = S (Xg(Y, 2) +Yg(Z,X) - Zg(X,Y) +§(Z,[X,Y])

+g(Y, [Z, X]) _g(X/ [Y/ZD)/
also
Zg(VXZIZ) = 0+0—0+g(Z, [X/Y]) +g(Y/ [Z,X]) _g(X/ [Y/ZD/

=0 (wegen invariant)
also 2g(VxY,Z) = g([X, Y], Z) fiir alle Z. Also gilt VxY = 3 [X,Y].

(c2) Nachrechnen:

R(X,Y)Z = VxVyZ-VyVxZ-VixnZ 2 411 [X,[Y,Z]] - 411 [Y,[X,Z]] -

- XY 21+ 1Y, 12,0 -

Jacobi 1 1

- _Z [Z, [X/ Y]] - E
[([X, Y], Z]

[[X,Y],Z]

[X,Y],Z]

—_
— N e

[[X,Y],Z

NG

(c3) Nachrechnen:
K(X,Y) = g(R(X, Y)Y, X) = g(—i [[X,Y] ,Y],X)
- L8(X Y[, X)) = 381X, Y], X, Y))
(c4) Nachrechnen:

Ric(X,Y) = S g(R(E, X)Y, E) € - Y g([[E, X), Y], E) ™ § Y g([E;, X, [ Y)

Eine einfache Folgerung aus Satz 4.4 ist
Feststellung 4.30 Eine kompakte, halbeinfache Lie-Gruppe mit der Killingform B und einer bi-inva-
rianten Riemannschen Metrik —B, ist ein Einstein-Raum mit Ric = —}LB.
Beweis. Sei Ej, ..., E, eine ONB bzgl. —-B. Dann
B(X,Y)=tr(ad XadY) = > g¢(ad Xad YE; E;) = > ¢([X,[Y,E]], E;)
i i

==Y g([Y. E], X1, E) '™ = S8 ([Y, Ei], [X, Ei]) = ~4Ric(X, Y)

Eine andere sinnvolle Definition von Lie-Untergruppe ist

Definition Sei G eine Lie-Gruppe, H c G eine Untergruppe und H eine Lie-Gruppe, so dass
die Inklusionsabbildung H — G differenzierbar ist, mit einem injektiven Differential (Immer-

sion). Dann heifst H eine Lie-Untergruppe.
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5 Hausaufgaben und Ubungen

5.1 Ubungsblatt 1

Aufgabe 1:  Zur Topologie
Sei (O, Qu)neca €in n-dimenionaler C’'-Atlas auf M.
Sei

A:={9:0 - U|Oc M offen, U c R" offen, ¢ bijektive Abbildung, so dass
Puo @ i p(ONO,) > 9u(ONO,) fiir alle & € A ein C'-Diffeomorphismus ist}.
Zeigen Sie, dass A ein C'-Atlas ist.

Aufgabe 2:  Mannigfaltigkeit
Versehen Sie den n-dimensionalen reellen projektiven Raum P"(IR) in nattirlicher Weise mit
einer differenzierbaren Struktur. Betrachten Sie dabei den projektiven Raum als die Menge

aller 1-dimensionalen Untervektorrdaume des n + 1 dimensionalen reellen Vektorraumes.

Aufgabe 3:  Produktmannigfaltigkeit

Zeigen Sie, dass das kartesische Produkt Mx N zweier differenzierbarer Mannigfaltigkeiten
M, N wieder eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist. Welche Dimension hat diese Produkt-
mannigfaltigkeit?

Aufgabe 4:  Topologie
Sei (O, @a)nea €in n-dimenionaler C'-Atlas auf M. Sei weiterhin

{Oc M| 9a(0xnOp) cR" offen fiir alle w € A}
Zeigen Sie:

X ist eine Topologie auf M beziiglich der die Karten ¢, Homdomorphismen sind.

Aufgabe 5:  Sphiire als differenzierbare Mannigfaltigkeit

Stereographische Projektion:

Gegeben sei die Sphare S" = {x1,x2,..., X,;1 € R™! | |x| = 1} und ein fester Punkt N € S". Mit

on bezeichnen wir die stereographische Projektion von N auf die durch den Pol N gegebe-

ne Aquatorebene der S", definiert durch folgende Konstruktion: Legt man durch den Punkt

P e S", P+ N und durch N eine Gerade g, so schneidet ¢ die Aquatorebene in einem in der

Aquatorebene liegendem Punkt oy (P).

a) Geben Sie im Fall N = (0,..,0,1) und S = (0,...,0,-1) die Abbildungsgleichungen von
on : 8" — R" und o sowie die Gleichungen ihrer Umkehrabbildungen an. Geben Sie einen
Atlas der S", bestehend aus stereographischen Projektionen, an. Zeigen Sie, dass dieser
Atlas differenzierbar ist.

b) Zeigen Sie speziell fiir n = 2, dass durch orthogonale Projektionen auf die Aquatorebene
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der S? als Karten ebenfalls ein differenzierbarer Atlas auf der S* gegeben ist.
c) Zeigen Sie, dass die Atlanten aus a) fiir n = 2 und b) zu derselben differenzierbaren Struktur
der S? fiihren.

5.2 Ubungsblatt 2

Aufgabe 1:  Vektorfelder (Beweis Satz 2.7)

Sei M eine n dimensionale Mannigfaltigkeit. X : M — TM eine Abbildung mit w0 X =id.

a) Zeigen Sie, dass X e Y(M) <= Vf e F(M): Xf e F(M)

b) Begriinden Sie, wieso jede Abbildung X : F(M) — F(M), die R-linear und derivativ ist,
als differenzierbares Vektorfeld aufgefasst werden kann.

Losung. a) X: M —TM, o X =idp, X, € M fiir alle p € M.

"=" X e X(M), also X € C*. Zu zeigen ist: Xf € F(M) ist eine C*-Funktion. Was heif3t,
dass ein Vektorfeld differenzierbar ist?
Betrachte p ¢ M und wihle die Karte ¢ : O — U mit p € O. Die zugehorigen Biindel-

karten haben dann die Form
§:7(0) > 9(O) xR"
5(Y)) = (9(a), Yo(ul 0 9)) fiiri=1,..,n
Aus X differenzierbar folgt
goXog™
differenzierbar. Bzgl. der Karte ¢ ist
L .\ 0
X = X ! -
q ; (x") x|,
fiir eine Umgebung von p (Satz 2.4). Damit erhédlt man
n . a
qu=ZX(xl)—fl. (eC*™)
i=1 dax'ly

Nachrechnen liefert

- L O(foe
(Xfoe")(2) = > X102 (x) %
z
ist eine C*°-Funktion von z (ist also eine differenzierbare Funktion). Differenzierbares

Vektorfeld heifst, dass die Koordinantenfunktionen bzgl. jeder Karte differenzierbar
ist.
"«<" Idee: Schranke das Vektorfeld auf die Karte ein und zeige dort die Differenzierbarkeit
1 xeOcO
h:M—R,h(x):=1€[0,1] xeO\O offen, pe O
0 x e M\O
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und definiere weiter

' (q) ge0
T(q) =¥ (9)h(g) xcO\O
0 sonst

Dann ist (X (7 o q)‘l) = Xp1(9) (%), d.h. alle Koordinantenfunktionen des Vektorfeldes
bzgl. der Karte sind alle differenzierbar (als Komposition differenzierbarer Funktio-
nen) fur i = 1,...,n und damit auch das Vektorfeld differenzierbar.

b) Zur Erinnerung: Die Abbildung X : F(M) — F(M) ist derivativ, R-linear (als Ring der

Funktionskeime), d.h.

X(f+8)=X(f)+X(g),  X(fg)=fXg+gXf,
fir alle f, g € F(M). Jedes p € M wird abgebildet auf X, ¢ T,M mit X, f = (Xf)(p), mit

Xp(f +8) = Xpf +Xpg, Xp(f8) = f(p)(Xpg) +&(P)(Xpf)-
Betrachte nun X : M — TM mit X(p) = (p,X,) und 7o X = idy, dann ist X nach a) ein

differenzierbares Vektorfeld.

Aufgabe 2:

Seien X,Y e X(M), f,g € F(M).

a) Ist XY € X(M), wobei (XY)(f) = (XY)(f) :== X(Y(f)) fiir alle f € F(M)

b) Geben Sie alle Ausdriicke der 3 Symbole X,Y, f bzw. X, f, g in allen Reihenfolgen mit X
”steht links” von Y, f ”steht links” von ¢ und beiden Beklammerungen an. Welche dieser
Ausdriicke ergeben ein Vektorfeld, welche eine C*-Funktion bzw. welche mathematischen
Objekte werden sonst beschrieben?

Wo kann man gegebenenfalls Klammern weglassen?

Losung. a) Betrachte f = f o g, dann

(XY)(fg) = X(Y(f3))
=X (fYg+gYf)
= (Xf)(Yg) + f(XY)g+ (X&) (Yf) + (XV) f
Dies ist im Allgemeinen also kein Vektorfeld, da die Derivationseigenschaft verletzt ist.
b) Wir gehen die Félle chronologisch durch:
i) X(Yf)e F(M),denn Yf eC*
ii) (XY)f = X(Yf) gilt nach Definition
iii) X(fY), dann ist fY € X(M), aber insgesamt ist dies kein Vektorfeld nach a)
iv) (Xf)Y e X(M), denn Xf € F(M)
v) f(XY)=(fX)Y ¢ X(M) nach a)

vi) X(fg) e F(M)
vii) (Xf)(g) € F(M), denn (Xf € F(M))(g) € F(M)
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viii) f(Xg) = (fX)g e F(M)
ix) (fg)X=f(gX)eX(M)

Man beachte insbesondere vi) # vii)!

Aufgabe 3:  Vektorfelder und LIE-Klammer
Sei M = R?, X = ujup9; und Y = 1,9, Vektorfelder auf M und g:M - R mit g(ug, up) = u%uz.
Geben Sie ¢X und X(g) sowie [X,Y],[X,Y](g),[¢X, Y] und [¢gX,Y](g) an.

Losung. gX = u%uzulmal = u%ugal
X(g) = uqun0q (u%uz) = 2utu3
[X, Y] = uqu201 (4202) — 1202 (11201 )

= w5012 — ugp (91 +12012)

= —U1U201

=-X
[X,Y](g) = —-Xg = —u1u201 (uu) = —2(u1u2)?
[6X, Y] =g [X, Y] - (Yg)X = —gX -gX =-2¢X
[X,Y]=-2¢X(g)

= —Zu%ugal (u%uz)

_ 443
= —4uju;

Aufgabe 4:  zur LIE-Klammer

Beweisen Sie fiir die LIE-Klammer von Vektorfeldern X, Y, Z und fiir f ¢ F(M):
a) die JACOBI-Identitat: [X,[Y,Z]]+[Z,[X, Y]] +[Y,[X,Z]] =0

b) [X, £Y] = f[X, Y]+ (Xf)Y

O [fX,Y]= f[X,Y]- (V)X

Aufgabe 5:  Fortsetzung Sphiire

Sei f: S*> - R gegeben durch f(x,y,z) :=x>+zund p = %(O,l,l)T €S2,

Berechnen Sie a%( f) fiir i = 1,2 in der Karte aus Ubung 1 Aufgabe 5b) mit der oberen Hemi-
sphire als Kartenumgebung, sowie in der mit der rechten Hemisphire als Kartenumgebung.
Verifizieren Sie Thr Ergebnis bzgl. rechten Hemisphédre auch, indem Sie das Transformations-
gesetz anwenden.

obere Hemisphare ¥,(x,y,z) = (x,y)

Vorgaben: .
rechte Hemisphire ¥, (x,y,z) = (x,z2)

Aufgabe 6:  LIE-Algebra
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a) Seien M := R™", M, := {A e R™" | AT = —A}.
Zeigen Sie, dass die R-Vektorrdume M; zusammen mit der LIE-Klammer [-,-] eine LIE-
Algebra bilden (i = 1,2), wobei [A, B] := AB - BA.

b) Zeigen Sie, dass R3 zusammen mit x (vektorielles Produkt) eine LIE-Algebra bildet, die
isomorph zu M, aus Aufgabenteil a) (fiir n = 3) ist, d.h. geben Sie eine bijektive lineare
Abbildung f : R® - M, an mit f(axb) = [f(a), f(D)].

5.3 Ubungsblatt 3

Aufgabe 1:  Riemannsche Produktmannigfaltigkeit

In der dritten Aufgabe des ersten Ubungsblattes wurde zu zwei Mannigfaltigkeiten M, N
explizit die Produktmannigfaltigkeit konstruiert. Seien nun zwei Riemannsche Mannigfaltig-
keiten (M, g1) und (N, g2) gegeben. Diese induzieren auf natiirliche Art und Weise eine Rie-
mannsche Metrik (Produktmetrik) auf der Produktmannigfaltigkeit. Wie sieht diese in lokalen
Koordinaten aus?

Aufgabe 2:  Feststellung 3.1

Zeigen Sie, dass die Festellung 3.1 aus der Vorlesung fiir semi-Riemannsche Mannigfaltig-
keiten nicht gilt. Geben Sie dazu ein Beispiel einer 4-dimensionalen semi-Riemannsche Man-
nigfaltigkeit M mit Signatur (3,1) an und eine 3-dimensionale Untermannigfaltigkeit, die mit
der induzierten Bilinearform keine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit ist.

Aufgabe 3:  linearer Zusammenhang

Seien V und V lineare Zusammenhénge auf einer Mannigfaltigkeit.

a) Zeigen Sie, dass V -V ein Tensorfeld vom Typ (2,1) ist.

b) Sei 7: X(M) x X(M) - X(M) durch
T(X,Y)=VxY-VyX-[X,Y]

definiert. Zeigen Sie, dass T ein Tensorfeld vom Typ (2,1) ist.

Aufgabe 4:  Clifford-Torus

Gegeben sei die Sphare S! = {x € R? | |x| = 1} und die Abbildung ® : S! x S? - R? x R? = R*
mit (x,) = 5 (%, ).

Zeigen Sie, dass @ eine injektive differenzierbare Abbildung (sogar Immersion) des zweidi-

mensionalen Torus S! x S! in die dreidimensionale Einheitssphare 5% c R* ist.

Losung. Bildet ® in die S® ¢ R* ab? Klar, denn |®|? = % (Ix]?+ |y[?) = 1. Wéhlen wir nun die

Parametrisierung

1
D(e,0) = NG (cos @,sin ¢, cos B, sinz‘)) (0< @, 8<2m)
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ist ® offensichtlich glatt und es gilt

—-sing 0
dd(g,0) = 1 [ cose 0 #0Ve,0¢€[0,2m).
V2 0 —-sind
0 cost
Somit ist ® injektiv. O

Aufgabe 5:  Veronese-Fliche
Gegeben sei die Abbildung @ : §% - R®:

x=(x1,X2,X3) = (x%, x3,23,\/2x1%2, \/_X1X3,\/_x2x3)

a) Zeigen Sie, dass ®(S?) c S° gilt, und dass ®(S?) in einer 4-dimensionalen Sphére vom
Radius \/g liegt.

b) Zeigen Sie, dass ® : S* - S° differenzierbar ist. (Die differenzierbaren Strukturen auf S
und S° seinen dabei durch stereographische Projektionen gegeben.) Zeigen sie, dass @
sogar eine Immersion ist.

¢) Bestimmen Sie die von @ induzierte Riemannsche Metrik auf S2.

d) Zusatz: Zeigen Sie: ® induziert eine injektive differenzierbare Abbildung (sogar Immersi-
on) der reellen projektiven Ebene IP*(IR) in S°.

Aufgabe 6:  Riemannscher Kriimmungstensor
Sei V ein linearer Zusammenhang auf der Mannigfaltigkeit M.
Sei R: X(M) x X(M) x X(M) - X(M) durch

R(X,Y)Z :=VxVyZ-VyVxZ - Vix,y1Z

definiert. Beweisen Sie: R ist ein Tensorfeld vom Typ (3,1).

5.4 Ubungsblatt 4

Aufgabe 1:
Sei (M,g) eine (semi-)Riemannsche Mannigfaltigkeit und V der zugehorige Riemannsche Zu-

sammenhang. Beweisen Sie

a)

ors, oJI5 =
Ry = axlzl axk +Z(rk1 )

r=1
b) Fiir jedes X € X (M) gilt VxR; = 0, wobei
Ri(X,Y)Z:=g(Y,2)X-g(X,Z)Y

Aufgabe 2:  Submersion
Seien M eine (m + n)-dimensionale, differenzierbare Mannigfaltigkeit (¢ C*°) und N eine n-

dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Seien weiterhin U c N eine n-dimensionale
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Untermannigfaltigkeit von N und F : M — N eine Submersion. Dann ist F~1(U) eine (1, +m)-

dimensionale Untermannigfaltigkeit von M.

Aufgabe 3:
Sei (M,g) eine (semi-)Riemannsche Mannigfaltigkeitund Vv der zugehorige Riemannsche Zu-

sammenhang. Beweisen Sie

Aufgabe 4:  Induzierete Metriken und Zusammenhinge
Gegeben seien die Immersionen
a) Clifford-Torus
d;:R> > R*
(u,up) = (cos U1, Sin U1, COS Uy, sin uz)
b) Standard-Torus
d,:R> > R*
(u1,up) +~ ((R +scosuy)cosuy, (R+rcosuy)sinuy, rsin uz) ,
wobei 0 <7 < R gelte.
Berechnen Sie die durch @4, ®; induzierten Riemannschen Metriken. Welche der Immersionen

sind isometrisch? Berechnen Sie die Christoffel-Symbole der Levi-Civita-Zusammenhénge.

Aufgabe 5:  Poincaré-Halbebene
Sei M = {x ¢ R" | x,, > 0} mit der Metrik
ik
ik = x_%
Bestimmen Sie den Kriimmungstensor, die Schnittkriimmung, den Ricci-Tensor, die Ricci-

Kriimmung und die Skalarkriimmung.

5.5 Ubungsblatt 5

Aufgabe 1:  Schwarzschild-Halbebene
Sei M = {(t,r) e R? | r > 1} mit der Metrik

11 0
(81‘]‘)1-,]-:(70 r)

-1

a) Zeigen Sie, dass die Abbildungen (f,r) — (f+b,r) mit b € R und (t,r) —» (~t,r) Isometrien
sind.

b) Berechnen Sie die Christoffel-Symbole von M.

c) Zeigen Sie, dass die r-Koordinatenlinien Geodétische sind.



105 Hausaufgaben und Ubungen

Aufgabe 2:  Holonomiegruppe
Man zeige, dass die Holonomiegruppe der Standard-Sphére S? tatsichlich alle Drehungen
enthalt und somit SO(2) als Untergruppe von O(2) ist.

Aufgabe 3:  Lemma 3.12
Zeigen Sie: Sei V ein torsionsfreier linearer Zusammenhang und R der zu V gehorige Kriim-
mungstensor. Dann gilt fiir je 4 Vektorfelder X, Y, Z, V die 2. Bianchi-Identitat:

(VxR)(Y,Z)V +(VyR)(Z,X)V+(VzR)(X,Y)V =0

Aufgabe 4:  Wendelfliche

Gegeben sei die Immerion ¢ : R? - R3 mit ®(u,v) = (v cosu,vsinu, u)
a) Berechnen Sie die durch ® auf R? induzierte Metrik.

b) Berechnen Sie die Christoffel-Symbole.

(Zur Kontrolle:
v

I3 =-0,T;,=Ty=—>
11 AR2T 2T T 0

und Null sonst.)
¢) Berechnen Sie die Parallelverschiebung lings des (stiickweise geradlinigen) geschlossenen

Weges
(uOI UO) - (uO/O) g (0/0) g (0/ UO) - (T/l(), UO)/
wobei (up,vp) # (0,0).

Aufgabe 5:  Holonomiegruppe

Sei M c R?, wie skizziert, das Trapez mit einem Paar von Seiten identifiziert und versehen
mit der nattirlichen Riemannschen Metrik.

Bild

Bestimmen Sie die Holonomiegruppe von M in Abhangigkeit von « € (0, 7].

Aufgabe 6:  Poincaré-Halbebene
Fortsetzung Ubungsblatt 3 Aufgabe 5.
Sei M = {x ¢ R" | x, > 0} mit der Metrik
Jik
8ik = xLZ
a) Zeigen Sie, dass die x,-Koordinatenlinien Geodatische sind.

Hinweis: Die Christoffelsymbole der Poincaré-Halbebene haben die Gestalt:
1
r:’; = X_ ((Smnéz] - (sjn(Sim - 5zn§]m)
n
b) Sei ab jetzt speziell n = 2.
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Zeigen Sie, dass die Abbildungen
(x1,x2) = (x1+1x2),
(x1,x2) = (-x1,%2),
(x1,%2) +

fiir t € R und r > 0 Isometrien sind.

1’2
W(xllxz)

¢) Bestimmen und skizzieren Sie alle Geodétischen in M.

Aufgabe 7:  Sphiire 53 c R}
Sei die Immersion

®:R*> - R}

(u1,up) + (sinh 1y, cosh 17 cos 1y, cosh 17 sin uz)
gegeben. (CD‘]RX(O,ZT(]) ist eine lokale Parametrisierung der Sphére S% c R} vom Radius 1.
Berechnen Sie die durch ® induzierte Metrik. Berechnen Sie die Christoffel-Symbole des Levi-
Civita Zusammenhanges.
Hinweis: R} bezeichnet einen Minkowski-Raum. Also den gewdhnlichen 3-dimensionalen RR-

Vektorraum {x1, x2, x3 | x1, X2, x3 € R} zusammen mit dem semi-definiten Skalarprodukt

(X, Y)1 = —x1y1 + X2Y2 + X3Y3.

5.6 Ubungsblatt 6

Aufgabe 1:  Quaternionen (SU(2),SO(3))

seienE= {1 O it ) o0 Y ko[ )
0 1 0 —i 10 i 0

a) ﬂberpriifen Sie, dass
PP=J*=K?*=-E,IJ=-JI=K,JK=-K] =1, K[ =-IK =]
gilt und zeigen Sie, dass die R-lineare Hiille von E, I, ], K in C?? (mit der Matrizenmulti-
plikation) einen Schiefkorper bildet mit E als 1.
Er heifit der Quaternionenschiefkérper und wird mit IH bezeichnet.
Definiere fiir a,b,c,d € R, z e H
(aE+bl+c]+dK):=aE-bl-c]-dK
|aE + bl +c] +dK| := Va2 + b2 + 2 + d2
Re(aE+bl+c]+dK):=a
b) Zeigen Sie SU(2) = {z €H | |z] = 1} und SU(2) = S® (als Mannigfaltigkeit).
A\
) Sei ~ R® - H durch | v | = ul +v] +wK definiert und fiir z € SU(2) die Abbildung
w
¢(z) : R® - R® durch (¢(z))~ = z&Z definiert (z € SU(2), x € R3).
Zeigen Sie, dass fiir z = Ecosa + ¥sina mit |x| = 1, ¢(z) eine Drehung mit Drehachse Rx
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und Drehwinkel 2« ist.
Zeigen Sie, dass ¢ : SU(2) - SO(3) ein Gruppenhomomorphismus ist und bestimmen Sie
ker ¢.

Aufgabe 2:  Tangentialraum im Einselement

Bestimmen Sie die Lie-Algebren, der folgenden Lie-Gruppen: SL(n,R), O(n) bzw. SO(n),
U(n), SU(n) sowie der Heisenberg-Gruppe.

Bestimmen Sie dazu alle Tangenten an Kurven innerhalb der jeweiligen Untergruppe. Als
«Punkt» soll die Einheitsmatrix gewdhlt werden. Betrachten Sie dazu A(t) als eine stetig dif-
ferenzierbare Matrizenfunktion in der jeweiligen Untergruppe mit f € (-¢, ¢), sowie A(0) = E.
Sind die dabei entstehenden Tangentailrdume abgeschlossen beziiglich Matrizenmultiplikati-

on?

Bemerkungen zur Mobiusgeometrie bzw. zur Geometrie in der hyperbolischen Ebene.

Aufgabe 3:  Lie-Algebren

Bestimmen Sie die Lie-Algebren folgender Gruppen (als Unterraum von K", K € {R,C}):
SL(n,R), SL(n,C), SU(n), sowie Gy = (Gruppe der reellen oberen Dreiecksmatrizen in R™",
deren Diagonalelemente 1 sind) und G; = (Gruppe der komplexen oberen Dreiecksmatrizen

in C"", deren Diagonalelemente den Betrag 1 haben).

Aufgabe 4:  Lie-Gruppen
Bestimmen Sie die Dimension der folgenden Lie-Gruppen (fiir 1, ny, n2 > 1)

SL(n,R),SL(n,C),SO(n),U(n),SU(n),Sp(n,C),SO(n1,nz),U(ny, ny), SU(ny,nz),

sowie Gi, G2 aus Aufgabe 3.
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T,(M), 56

DF, 62

Fy(M), 55

O(p), 55

F(M), 59

X (M), 59

T™, 58

i-te elementarsymmetrische Kriimmung, 24

dquivalent (Atlanten), 52

Ableitungsgleichungen, 6
Adjungierte, 93

adjungierte Abbildung, 93

adjungierte Darstellung, 93

assoziierte Familie, 40
Asymptotenlinie, 27
Asymptotenlinienparametrisierung, 27

Asymptotenrichtung, 27

Biindelkarte, 58
Biindelprojektion, 58
Basisraum, 58

Binormalenvektor, 6

Christoffel-Symbole, 41
Christoffelsymbole, 74

Darboux 3-Bein, 23
Derivation, 56, 60

derivativ, 59
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Diffeomorphieklasse, 53

Diffeomorphismus, 53

differenzierbare Abbildung, 53

differenzierbare Stuktur, 52

differenzierbarer Schnitt in das Tangential-
biindel, siehe differenzierbares Vek-
torfeld

differenzierbares Vektorfeld, 59

Drall, 34

dritte Fundamentalform, 19

Dupinsche Indikatrix, 30

eigentlichen Nabelpunkt, 28
ein-Parameter-Familie, 32
Einbettung, 62

einfach geschlossen, 12
Einstein-Metrik, 75
Einstein-Raum, 75
elliptischen Punkt, 28

erste Fundamentalform, 16
Evolvente, 11

Evulote, 11
Exponentialabbildung, 24, 79, 89

Fadenevolvente, 12
Flachpunkt, 28

Frenet n-Bein, 5
Frenet-Kriimmung, 6
Frenet-Kurve, 5
Funktionskeime, siehe F,(M)

Gaufs’sche Normalenabbildung, 19
Gaufs-Abbildung, 19
Gauf3-Kriimmung, 24
Geodatische, 23, 78
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geodatische Kriimmung, 23
geodatische Torsion, 23
Graphenfldche, 30

Haar’sche Maf3, 96

halbeinfach, 95
Hauptkriimmungen, 24
Hauptkriimmungsrichtungen, 24
Hauptnormalenvektor, 6
Holomiegruppe, 81
hyperbolischen Punkt, 28
Hyperflache, 16, 19

Immersion, 62
Integralkurve, 83
invariant, 94
Involute, 11
Isometrie, 18
isometrisch, 45, 78

Kiirzeste, 23, 82

lokal, 82
Karte, 52
Kartenumgebung, 52
Kehllinie, 33
Kettenregel, 62
Killing form, 94
konform, 37
konforme Abbildung, 18
konzugierte Minimalfldche, 40
kovariante Ableitung, 46, 67, 76
Kriimmung, 6
Kriimmungslinie, 27
Kriimmungslinienparametrisierung, 27
Kriimmungstensor, 68
kritischer Punkt, 51
kritischer Wert, 51

Lange, 4
Landau-Symbole, 10
Leitkurve, 32
Lie-Algebra, 61, 88

kommutativ, 91

Lie-Gruppe, 84

Rang, 92
Lie-Gruppen-Homomorphismus, 90
Lie-Klammer, 50, 61
Lie-Untergruppe, 97
links-invariant, 84
lokale Isometrie, 78
lokaler Fluss, 83
Lokalktirzeste, 23
Lorentz-Metrik, 66

Mannigfaltigkeit, 52
affin, 54
differenzierbare, 52
mit konformer Struktur, 54
n-, 52
orientierbar, 64
orientiert, 54, 64
Produkt, 59
reell analytisch, 54
topologische, 52
Maximal, 79
Menge offenen Umgebungen von p, siehe
O(p)
Minimalflache, 35

mittlere Krimmung, 24

Nabelpunkt, 28

nach Bogenldnge parametrisiert, 5
natirliche Basis, 16, 56
nattirlichen Basis, 20

nicht ausgeartet, 65

nicht zylindrisch, 33
Normalebene, 11
Normalkriimmung, 22
Normalkriimmung der Kurve, 23
Nullgeodatische, 80
nullhomotop, 39

orientierungserhaltend, 4

orientierungsumkehrend, 4

parabolischen Punkt, 28
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parallel, 47

parallel langs, 47
parallelisierbar, 59
Parallelverschiebung, 79
Parameterbereich, 52
Parameterlinien, 27
Parametertransformation, 16
parametrisierte (C*)Kurve, 4

Parametrisierung, 52

Raumform, 72
elliptisch, 73
flach, 73
hyperbolisch, 73
Regelfldche, 32
Regelgeraden, 32
reguldr, 3, 4
reguldre Kurve, 4
reguldre Parametertransformation, 4
reguldrer Wert, 51
rektifizierende Ebene, 11
Ricci-
Identitit, 67
Krimmung, 74
Tensor, 73
Richtungsableitungen, 56
Riemann-Kriimmung, siehe Schnittkrimmung
Riemannsche Mannigfaltigkeit, 65
semi-, 65
Riemannsche Metrik, 65
bi-invariant, 85
links-invariant, 85
rechts-invariant, 85

Rotationsindex, 13

Scheitel, 14
Schmiegebene, 6
Schmieghyperebene, 6
Schmiegraum, 6
Schnittkrimmung, 72
Schraubenlinie, 9
Schraubregelfldche, 34
Signatur, 65

Skalarkriimmung, 73
Standardstruktur, 53
Striktionslinie, 33
Submersion, 62

Tangente, 6

Tangentenbild, 12

Tangenteneinheitsvektor, 6

Tangentenflache, 34

Tangentenumlaufzahl, 13

tangential, 46

Tangentialbiindel, siehe TM

Tangentialraum, siehe T,(M)

Tangentialvektoren, 56

Tensor, 68

Spur, 73

Tensorfeld, 68

Torse, 35

Torsion, 6

torsionsfrei, 67

Torsionstensor, 68

Torus, 92

maximal, 92

totale Absolutkriimmung, 13

Totalraum, 58

Trajektorie, 83

Transformationsregel (bei Kartenwechsel),
57

Umlaufzahl, 13
Untermannigfaltigkeit, 62

Vektorfeld, 46, siche differenzierbares Vek-
torfeld
langs, 78
langs parallel, 78
Vektorraumbiindel, 58
Verteilungsparameter, 34
vollstandig, 83

Weingarten-Abbildung, 19

winkeltreu, 54

Zentralpunkte, 33
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Zentrum, 95
Zentrum Z(G), 95
Zusammenhang
linearer, 67
Riemannscher, 67
von Levi-Civita, 67
zweite Fundamentalform, 19
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